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格子ゲージ理論作用

ゲージ理論作用           はモンテカルロシミュレーションの 

物理量期待値
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確率分布と物理量の両方の計算で重要な役割
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: リンク変数    ゲージ場
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Minkowski座標  非可換ゲージ作用

<latexit sha1_base64="NyF6KXDwLqwdaNHbh+83m9tu0Po="></latexit>
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フェルミオンラグランジアン
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ユークリッド化 (虚時間化)
<latexit sha1_base64="+QkdWQ40NGCuq8WWdrFKuGNNMlU="></latexit>

x4 = ix0 ! x0 = �ix4
<latexit sha1_base64="CeD6zIyHYuMhXN8Vbltdvm/FnJw="></latexit>
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Minkowski計量



ユークリッド化 (虚時間化)
<latexit sha1_base64="RUDShADaBmw3p4o477FALkK91VI="></latexit>

F0i = iF4i

<latexit sha1_base64="9grnIKeNaLjrFqE2VPGtjBHrLL4="></latexit>
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連続ユークリッド座標  非可換ゲージ作用

<latexit sha1_base64="pxnpD8CVU7T+hS4enfQ4zNEvLuE="></latexit>
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以降ではユークリッド座標のみを扱うので添字  は省略<latexit sha1_base64="ngXXf+sripcFb7//eK2qMA4nZhg="></latexit>
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<latexit sha1_base64="h5yqklyDa/zD3pSwJj65zsLxmHQ="></latexit>

Lf =  (x)(i�µDµ �m) (x) = � (x)(�µDµ +m)E (x)

連続ユークリッド座標  フェルミオン作用

<latexit sha1_base64="SbR+hupHvP+coz8y737f+UXrsi4="></latexit>

iSf = i

Z
d4xM (x)(i�
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Z

d4xE (x)(�µDµ +m)E (x) = �Sf,E



離散格子化 (格子正則化)
<latexit sha1_base64="DH2D3Mjwn+bLoyURWkXn8cHwzhA="></latexit>a格子間隔    を使って時空を離散格子化

フェルミオン: 格子点
ゲージ場: 格子点をつなぐリンク

<latexit sha1_base64="5JOMR5SMTV4fnLX8EcHOULd5gZo="></latexit>

O(1/a)エネルギー運動量カットオフが自然に入る

<latexit sha1_base64="OLTbGO5hgIDeZ0JV8cC6gMWlKlU="></latexit>a

<latexit sha1_base64="8Rzo3OIpp4jTe8PPYAf399izu+Y="></latexit>xµ = nµa
<latexit sha1_base64="TRx4M0+rZgZbQ+u8Q7q961uSlao="></latexit>Z

d4x ! a4
X

n
積分 → 和 区分求積法

微分 → 差分
<latexit sha1_base64="jpYmQIfDcBTE0WEF7bpcuWA5O9o="></latexit>

@2
µf(x) ! f(x+ µ̂) + f(x� µ̂)� 2f(x)

a2
<latexit sha1_base64="9n/yfmAie5gb7avD5PwZ1s7H3aU="></latexit>µの和取らない

<latexit sha1_base64="WWt1yGRY7cJmrMI/jResfEFq8Kk="></latexit>

µ̂ = êµa
<latexit sha1_base64="9n/yfmAie5gb7avD5PwZ1s7H3aU="></latexit>µ方向単位ベクトル

<latexit sha1_base64="zBxZRleTDLa5xpwCR7MHN15lQBw="></latexit>

@µf(x) ! f(x+ µ̂)� f(x)

a
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格子作用決定指針

連続理論の作用が持つ対称性をできるだけ反映
連続回転(連続並進)対称性はあきらめる
90°回転(格子間隔単位並進)対称性は反映
(格子上の)ゲージ対称性は必ず反映させる

<latexit sha1_base64="OLTbGO5hgIDeZ0JV8cC6gMWlKlU="></latexit>a

対称性から許されれば連続極限で消える項を足しても良い

連続極限         で連続理論の作用を再現
<latexit sha1_base64="TTnHFTGUA+jmu9FpKEjl5wPc6ms="></latexit>

a ! 0

作用の改良: 有限格子間隔誤差を抑制するように連続極限で消える項を足す

あきらめた対称性も連続極限で回復する(と期待)

今回は一番単純なゲージ作用(Wilsonゲージ作用)を紹介

7

数値シミュレーションで確認可能

ナイーブフェルミオン作用

山田さん講義



格子U(1)ゲージ作用

8

<latexit sha1_base64="EnbeVp/pBfgPpOsWsfnUX2LMz9A="></latexit>

[Aµ(x), A⌫(x)] = 0

<latexit sha1_base64="nZ6vSmNZud8754hNy3qSI4fTumo="></latexit>

Scont
g =

Z
d4x

✓
1

4
(Fµ⌫(x))

2

◆

<latexit sha1_base64="RNHVrWxK4gUCMM89jHVpVdV4bRQ="></latexit>

Sg =
X

n

1

e2

X

µ<⌫

(1� Re [Pµ⌫(x)])



Wilson line ゲージリンクの導入

<latexit sha1_base64="dZ7TJTdYERjyVbhppnL2ukbT9kQ="></latexit>

 (x) ! V (x) (x),  (x) !  (x)V †(x)
<latexit sha1_base64="4RaSD9E90P7M8ttyh67j9iGt8E8="></latexit>

V (x) = ei↵(x)
<latexit sha1_base64="DCJmMrqlFtb2aqK9FwS8ePzkBH8="></latexit>

Aµ(x) ! Aµ(x)�
1

e
@µ↵(x)

ゲージ変換
連続理論の話

無限小ゲージ変換
<latexit sha1_base64="h22V/qjEnjR3hChF3AiwEa8aw/g="></latexit>

 (x) (x)
<latexit sha1_base64="AkDMYwgOaqmD0Ke5me5+tKQhPn8="></latexit>

 (x) (y) !  (x)V †(x)V (y) (y)

P: 経路順序積

Wilson line<latexit sha1_base64="y/6hQXpY8dJJVMgHtkPHQ/nPh/s="></latexit>

U(x, y) = P exp

✓
ie

Z y

x
dzµAµ(z)

◆
= lim

N!1

NY

l=1

�
1 + ieAµ(w

l�1)dwµ

�
<latexit sha1_base64="Qv9I+LAqICRal0FszJM7C5SZXcg="></latexit>

dw =
y � x

N
, wl = x+ ldw

<latexit sha1_base64="DhrtPSwGB0qmcJWpniVcfRrgIAc="></latexit>

U(x, y) ! V (x)U(x, y)V †(y)

ゲージ変換
<latexit sha1_base64="Uhvt/6gv9PWPV/jwvjP8sKhhcQ0="></latexit>

 (x)U(x, y) (y)

ゲージ不変

ゲージ不変ではない

ゲージ不変
9

p.7

ψ(x) → V (x)ψ(x), ψ(x) → ψ(x)V †(x)

V (x) = eiα(x)

Aµ(x) → V (x)

(
Aµ(x)−

i

e
∂µ

)
V †(x)

Aµ(x) → V (x)Aµ(x)V
†(x)− i

e
V (x)(∂µV

†(x))

Aµ(x) → Aµ(x)−
1

e
∂µα(x)

ψ(x)ψ(x)

ψ(x)ψ(y) → ψ(x)V †(x)V (y)ψ(y)

U(x, y) = P exp

(
ie

∫ y

x

dzµAµ(z)

)
= lim

N→∞

N∏

l=1

(
1 + ieAµ(w

l−1)dwµ

)

dw =
y − x

N
, wl = x+ ldw

U(x, y) → V (x)U(x, y)V †(y)

ψ(x)U(x, y)ψ(y)

16



ゲージリンク
<latexit sha1_base64="DCJmMrqlFtb2aqK9FwS8ePzkBH8="></latexit>

Aµ(x) ! Aµ(x)�
1

e
@µ↵(x)

ゲージ変換確認

無限小ゲージ変換
<latexit sha1_base64="DhrtPSwGB0qmcJWpniVcfRrgIAc="></latexit>

U(x, y) ! V (x)U(x, y)V †(y)

<latexit sha1_base64="4RaSD9E90P7M8ttyh67j9iGt8E8="></latexit>

V (x) = ei↵(x)

<latexit sha1_base64="9t6fp1KZkgmNuVYjB/1pL9b1Yls="></latexit>

Uµ(x) = eiaeAµ(x), U�µ(x) = U †
µ(x� µ̂)

<latexit sha1_base64="WiwaTkiLG4XE0AB1ufFfGZrQueY="></latexit>

Uµ(x) ! V (x)Uµ(x)V
†(x+ µ̂)

ゲージ変換

格子ゲージ理論の基本変数

格子理論の話

<latexit sha1_base64="DH2D3Mjwn+bLoyURWkXn8cHwzhA="></latexit>a : 格子間隔

ゲージリンク     格子点をつなぐ最小のWilson line<latexit sha1_base64="kwmr2RXP2UrDUoV4fASCgCxG+2s="></latexit>⇡

10

<latexit sha1_base64="QXeMd/PFXk+aesRfYE1q3gJJh9E="></latexit>

U(x, x+ µ̂)

<latexit sha1_base64="l7cdqLaUnR+YbmBaxDu9K8jcMEY="></latexit>

Uµ(x)

<latexit sha1_base64="mNrvcNn7zX+5lFiv8GhZcjh0RSA="></latexit>

U†
µ(x� µ̂)

<latexit sha1_base64="g0joCDWo/zVvqkMnIDowwu2WVaA="></latexit>x
<latexit sha1_base64="JMa6ITfzsxizGIbadONrB9C7B/A="></latexit>

x+ µ̂
<latexit sha1_base64="Yrzxc87JUWOlnERqDgO7aH8hpwU="></latexit>

x� µ̂

<latexit sha1_base64="WWt1yGRY7cJmrMI/jResfEFq8Kk="></latexit>

µ̂ = êµa

<latexit sha1_base64="ethlhJk+cjcwXS+CTaseRgUwG00="></latexit>

U(x, y) ! Pexp

✓
ie

Z y

x
dzµ(Aµ(z)�

1

e
@µ↵(z))

◆
= ei(↵(x)�↵(y))U(x, y) = V (x)U(x, y)V †(y)



プラケット

11

プラケット(plaquette) = 最小のループ

<latexit sha1_base64="WiwaTkiLG4XE0AB1ufFfGZrQueY="></latexit>

Uµ(x) ! V (x)Uµ(x)V
†(x+ µ̂)ゲージ変換

<latexit sha1_base64="JXzfeyq2I2FgJ8MxoNz6/t3DHlU="></latexit>

Uµ(x)U⌫(x+ µ) ! V (x)Uµ(x)V
†(x+ µ)V (x+ µ)U⌫(x+ µ)V †(x+ µ+ ⌫)

= V (x)Uµ(x)U⌫(x+ µ)V †(x+ µ+ ⌫)

<latexit sha1_base64="mYT8z+QLlPcgHadRZXhr0L2BD30="></latexit>

Uµ(x)で作られるループはゲージ不変
<latexit sha1_base64="uUs5IHFe4mnaYCNHY6wn/HvHtlw="></latexit>

Uµ(x) · · ·Uµ(x� µ̂) ! V (x)Uµ(x) · · ·Uµ(x� µ̂)V †(x) = Uµ(x) · · ·Uµ(x� µ̂)

<latexit sha1_base64="Gxy7qOwwq7CNbkjLWejcFnORqoc="></latexit>x

<latexit sha1_base64="pHRb9OkFAKitoERcMEANMxXKA48="></latexit>

U †
µ(x) ! V (x+ µ̂)U †

µ(x)V
†(x)

<latexit sha1_base64="VSD/zyNJ6h5LrkNbIM4yto7ZD4w="></latexit>

Pµ⌫(x) = Uµ(x)U⌫(x+ µ)U †
µ(x+ ⌫̂)U†

⌫ (x)

<latexit sha1_base64="g0joCDWo/zVvqkMnIDowwu2WVaA="></latexit>x
<latexit sha1_base64="JMa6ITfzsxizGIbadONrB9C7B/A="></latexit>

x+ µ̂

<latexit sha1_base64="vpqdHa1LcWYmeLL+Jl+DNZJss+M="></latexit>

Pµ⌫(x)

<latexit sha1_base64="8SamQ0y6NpdGlQEqFg36t1oUkoE="></latexit>

x+ ⌫̂

プラケットで作られる作用

Wilsonゲージ作用
プラケットゲージ作用

<latexit sha1_base64="KbTgJq8OGRhaT/y1d4ZLcIaM/FM="></latexit>

P⌫µ(x) = P †
µ⌫(x)と呼ばれる



Wilsonゲージ作用

12

<latexit sha1_base64="RNHVrWxK4gUCMM89jHVpVdV4bRQ="></latexit>

Sg =
X

n

1

e2

X

µ<⌫

(1� Re [Pµ⌫(x)])

<latexit sha1_base64="J83WYgw3oQ5B+th0T1ZgCRP+lBc="></latexit>X

µ<⌫

(1� Re [Pµ⌫(x)]) =
1

2

X

µ<⌫

(2� 2Re [Pµ⌫(x)])

=
1

2

X

µ<⌫

�
2� (Pµ⌫(x) + P †

µ⌫(x))
�

=
1

2

X

µ<⌫

(2� (Pµ⌫(x) + P⌫µ(x)))

=
1

2

X

µ,⌫

(1� Pµ⌫(x))

<latexit sha1_base64="XHmtYc99RO6DBYygCdVa1K7/9wE="></latexit>

A⌫(x+ µ̂)�A⌫(x) = a@µA⌫(x) + · · ·

<latexit sha1_base64="5B9GFb0H+gvMpyUIW3r0TiBUGNQ="></latexit>

a4
X

n

!
Z

d4x

連続極限で連続理論の作用を再現

<latexit sha1_base64="wHl+RrcEKRpuKb2MKKVTidwR/AA="></latexit>

F⌫µ(x) = �Fµ⌫(x)

<latexit sha1_base64="bQLhDHQvSU7fOjR3JpUlyfPUjRc="></latexit>

Pµ⌫(x) = eiaeAµ(x)eiaeA⌫(x+µ̂)e�iaeAµ(x+⌫̂)e�iaeA⌫(x)

= exp (iae(A⌫(x+ µ̂)�A⌫(x)�Aµ(x+ ⌫̂) +Aµ(x)))

⇠ exp
�
ia2e(@µA⌫(x)� @⌫Aµ(x) + · · · )

�

⇠ 1 + ia2e (Fµ⌫(x) + · · · )� a4e2

2
(Fµ⌫(x))

2 + · · ·

連続極限確認
<latexit sha1_base64="ikMBKfhAw7gs2+VFjt3id5mj5cs="></latexit>

a ⇠ 0で展開

<latexit sha1_base64="Lyh0RSSQItuXwnEOQGeMIZJ6pAU="></latexit>

Sg ���!
a!0

Z
d4x

 
1

4

X

µ,⌫

(Fµ⌫(x))
2

!
= Scont

g

<latexit sha1_base64="zlT2PAle8K3XjcGjoydqK6o9u+s="></latexit>

Sg =
X

n

1

2e2

X

µ<⌫

(2� [Pµ⌫(x) + P⌫µ(x)]) ⇠
X

n

1

2e2

X

µ<⌫

✓
2
a4e2

2
(Fµ⌫(x))

2 + · · ·
◆



格子SU(3)ゲージ作用
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<latexit sha1_base64="sa4VpuCybEkbc9tdXaZmbwbNySE="></latexit>

[Aµ(x), A⌫(x)] 6= 0

<latexit sha1_base64="BgFDNg23KrVgxI4S6nW1EhYcDsg="></latexit>

Aµ(x) = Aa
µ(x)T

a

<latexit sha1_base64="47JLneQ3kTo55lNc4eKLq62KMks="></latexit>

Sg =

Z
d4x

✓
1

2
tr(Fµ⌫(x))

2

◆
=

Z
d4x

✓
1

4
(F a

µ⌫(x))
2

◆

<latexit sha1_base64="mKCuF2ZHGishgd3D1FiO04WzOJ8="></latexit>

Sg =
X

n

�
X

µ<⌫

✓
1� 1

3
tr [Re (Pµ⌫(x))]

◆



ゲージリンク
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<latexit sha1_base64="WiwaTkiLG4XE0AB1ufFfGZrQueY="></latexit>

Uµ(x) ! V (x)Uµ(x)V
†(x+ µ̂)

ゲージ変換

格子ゲージ理論の基本変数 <latexit sha1_base64="DH2D3Mjwn+bLoyURWkXn8cHwzhA="></latexit>a : 格子間隔

<latexit sha1_base64="l7cdqLaUnR+YbmBaxDu9K8jcMEY="></latexit>

Uµ(x)

<latexit sha1_base64="mNrvcNn7zX+5lFiv8GhZcjh0RSA="></latexit>

U†
µ(x� µ̂)

<latexit sha1_base64="g0joCDWo/zVvqkMnIDowwu2WVaA="></latexit>x
<latexit sha1_base64="JMa6ITfzsxizGIbadONrB9C7B/A="></latexit>

x+ µ̂
<latexit sha1_base64="Yrzxc87JUWOlnERqDgO7aH8hpwU="></latexit>

x� µ̂

数値シミュレーションでは        ではなく        を使って計算
<latexit sha1_base64="faUWUMldHYbtIwWjqkj9XZ9RJLg="></latexit>

Aµ(x)
<latexit sha1_base64="iKqPw1Ks+bVJXvcUDy5fXF1FiPU="></latexit>

Uµ(x)

この関係は 連続極限の確認摂動計算 くらいでのみ使う

<latexit sha1_base64="9YigMVgyfXxG0aXe219aZfgQ/JQ="></latexit>

SU(3)
<latexit sha1_base64="iKqPw1Ks+bVJXvcUDy5fXF1FiPU="></latexit>

Uµ(x) :          の元
<latexit sha1_base64="hvvgc8+edSI1u3W4R0bUpPY8/h4="></latexit>

U †
µ(x)Uµ(x) = I, detUµ(x) = 13×3行列

<latexit sha1_base64="pHRb9OkFAKitoERcMEANMxXKA48="></latexit>

U †
µ(x) ! V (x+ µ̂)U †

µ(x)V
†(x)

<latexit sha1_base64="pWoA7dyIhVJR8LB6gsHWsW5TFdY="></latexit>

Uµ(x) = eiagAµ(x), U�µ(x) = U†
µ(x� µ̂)

<latexit sha1_base64="9YigMVgyfXxG0aXe219aZfgQ/JQ="></latexit>

SU(3):          の元
<latexit sha1_base64="CBHaqFbH2afcoACZ+BeaRheWGT4="></latexit>

V (x)
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プラケット
<latexit sha1_base64="WiwaTkiLG4XE0AB1ufFfGZrQueY="></latexit>

Uµ(x) ! V (x)Uµ(x)V
†(x+ µ̂)ゲージ変換

<latexit sha1_base64="pHRb9OkFAKitoERcMEANMxXKA48="></latexit>

U †
µ(x) ! V (x+ µ̂)U †

µ(x)V
†(x)

プラケット

<latexit sha1_base64="mYT8z+QLlPcgHadRZXhr0L2BD30="></latexit>

Uµ(x)のループだけではゲージ不変にはならない

<latexit sha1_base64="Gxy7qOwwq7CNbkjLWejcFnORqoc="></latexit>x

<latexit sha1_base64="VSD/zyNJ6h5LrkNbIM4yto7ZD4w="></latexit>

Pµ⌫(x) = Uµ(x)U⌫(x+ µ)U †
µ(x+ ⌫̂)U†

⌫ (x)

<latexit sha1_base64="g0joCDWo/zVvqkMnIDowwu2WVaA="></latexit>x
<latexit sha1_base64="JMa6ITfzsxizGIbadONrB9C7B/A="></latexit>

x+ µ̂

<latexit sha1_base64="vpqdHa1LcWYmeLL+Jl+DNZJss+M="></latexit>

Pµ⌫(x)

<latexit sha1_base64="8SamQ0y6NpdGlQEqFg36t1oUkoE="></latexit>

x+ ⌫̂

プラケットのトレースで作られる作用

Wilsonゲージ作用
プラケットゲージ作用

<latexit sha1_base64="KbTgJq8OGRhaT/y1d4ZLcIaM/FM="></latexit>

P⌫µ(x) = P †
µ⌫(x)

と呼ばれる

<latexit sha1_base64="w6OdXH1DHTVosRpouKgPAaXT8aI="></latexit>

Uµ(x) · · ·Uµ(x� µ̂) ! V (x)Uµ(x) · · ·Uµ(x� µ̂)V †(x) 6= Uµ(x) · · ·Uµ(x� µ̂)
<latexit sha1_base64="kSsmmnJhT0k16OGH1gD1CeuOfWQ="></latexit>

Uµ, V は非可換
トレースを取ればループはゲージ不変

<latexit sha1_base64="BWOyBRlWxkdNrScpbuqiXm4S87o="></latexit>

tr [Uµ(x) · · ·Uµ(x� µ̂)] ! tr
⇥
V (x)Uµ(x) · · ·Uµ(x� µ̂)V †(x)

⇤

= tr
⇥
V †(x)V (x)Uµ(x) · · ·Uµ(x� µ̂)

⇤

掛け算の順序は大事



16

Wilsonゲージ作用
<latexit sha1_base64="mKCuF2ZHGishgd3D1FiO04WzOJ8="></latexit>

Sg =
X

n

�
X

µ<⌫

✓
1� 1

3
tr [Re (Pµ⌫(x))]

◆
<latexit sha1_base64="9DUUq2TDyNX766huZ42b1Yj4UjY="></latexit>

� =
6

g2

<latexit sha1_base64="QjqMV4spIqkbNsvMg2hQmi80FaQ="></latexit>

exp(A) exp(B) = exp(A+B+
1

2
[A,B] +

1

12
[A, [A,B]]� 1

12
[B, [A,B]] + · · · )

ベイカー・キャンベル・ハウスドルフ公式

<latexit sha1_base64="KtUtdtCRseuuMfm7GRbwVyznCXw="></latexit>

Pµ⌫(x) = Uµ(x)U⌫(x+ µ)U†
µ(x+ ⌫)U †

⌫ (x)

= eiagAµ(x)eiagA⌫(x+µ)e�iagAµ(x+⌫)e�iagA⌫(x)

⇠ exp
�
ia2g(@µA⌫(x)� @⌫Aµ(x))� a2g2[Aµ(x), A⌫(x)] + · · ·

 

⇠ 1 + ia2g (Fµ⌫(x) + · · · )� a4g2

2
(Fµ⌫(x))

2 + · · ·

<latexit sha1_base64="L6xqQVNXG7EG/jjWWrcOtJ495Lk="></latexit>

A⌫(x+ µ̂) = A⌫(x) +O(a)

<latexit sha1_base64="v1FfKSqgU+F0USEh+GD8OCd+C4k="></latexit>

Fµ⌫(x) = @µA⌫(x)� @⌫Aµ(x) + ig[Aµ(x), A⌫(x)]

連続極限で連続理論の作用を再現

<latexit sha1_base64="1qNqsZ40lW9I2wwRn0Z6R5ThRj8="></latexit>

Sg =
X

n

6

2g2

X

µ<⌫

✓
2� 1

3
tr [Pµ⌫(x) + P⌫µ(x)]

◆
⇠

X

n

1

g2

X

µ<⌫

✓
2
a4g2

2
tr (Fµ⌫(x))

2 + · · ·
◆

<latexit sha1_base64="UwOgFF7NOu9aKnT45i9ce+UPKeE="></latexit>

Sg ���!
a!0

Z
d4x

 
1

2

X

µ,⌫

tr(Fµ⌫(x))
2

!
= Scont

g

<latexit sha1_base64="MNH9vePTADC1oIc014UE6B8t9+Q="></latexit>X

µ<⌫

✓
1� 1

3
tr [Re (Pµ⌫(x))]

◆
=

1

2

X

µ<⌫

✓
2� 1

3
tr [Pµ⌫(x) + P⌫µ(x)]

◆



連続極限の取り方
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ゲージ理論ベータ関数
<latexit sha1_base64="MjygizAlMbDr4R69e4XeskJXzgU="></latexit>

SU(N)

作用に現れるパラメータは
<latexit sha1_base64="dRds5YwlVRcMhmFO+HYB5u1ImRA="></latexit>g<latexit sha1_base64="i40Izc6e9Wzv+yyh7G/RgHGFA0U="></latexit>aではなく

<latexit sha1_base64="lzv6WS/A9qfMTQvCnXYelOTs9mY="></latexit>

�(g) = µ
@g

@µ
= ��0g

3 � �1g
5 + · · ·

<latexit sha1_base64="GsCx1WQCa/2dvheVw/Q7/cz8TDg="></latexit>

�0 =
1

(4⇡)2

✓
11

3
N � 2

3
Nf

◆

<latexit sha1_base64="/jWKmgFSTkwTALLWQ+H+XJ25JAo="></latexit>

�1 =
1

(4⇡)4

✓
34

3
N2 � 10

3
NNf � N2 � 1

N
Nf

◆ <latexit sha1_base64="b4Fc0ZcorjZjRs6NspKy5gGfwcI="></latexit>

N = 3, Nf  6

<latexit sha1_base64="VXU04mKgVNbmLaRVXmCTr3Ew53c="></latexit>

a ! 0 ! g ! 0

<latexit sha1_base64="WoUKXY4aKy+/KP/VTjFOOR3jnZY="></latexit>

�0 > 0

<latexit sha1_base64="APA2Lb44yWyZN12QZazz+Jl3P4w="></latexit>µ :  理論のエネルギースケール
<latexit sha1_base64="wdTas/ByGYosc/eFYi/i7EMKjO8="></latexit>

µ = 1/a
<latexit sha1_base64="jRf7UPibpvvuHnqgbDfn2VEgaBE="></latexit>

g(1/a)のとき例えば

QCD
では

ベータ関数を解く

<latexit sha1_base64="7GYYS9es3s5Gkb8S1HR5UFD00pg="></latexit>

⇤L:  エネルギースケール定数

連続極限を取るには

<latexit sha1_base64="8GkTDqOmd3dingHUM8nH9VyFtQM="></latexit>

Nf :  フレーバー数

<latexit sha1_base64="aLMVn5Ui441e+6GYbkAbe15/cEs="></latexit>

a(g) =
1

⇤L

�
�0g

2
�� �1

2�2
0 exp

✓
� 1

2�0g2

◆
+ · · ·



格子フェルミオン作用

18

p.17

Scont
f =

∫
d4x ψ(x) (γµDµ +m)ψ(x)

∂µψ(x)→
ψ(x+ µ̂)− ψ(x− µ̂)

2a

ψ(x)ψ(x+ µ̂) → ψ(x)Uµ(x)ψ(x+ µ̂)

Sf = a4
∑

n

(
1

2a

∑

µ

(
ψ(x)γµUµ(x)ψ(x+ µ̂)− ψ(x)γµU †

µ(x− µ̂)ψ(x− µ̂)
)
+mψ(x)ψ(x)

)
−−→
a→0

Scont
f

ψ(x+ µ̂) = ψ(x) + a∂µψ(x) + · · ·

m = 0

ψ(x)→ eiθγ5ψ(x), ψ(x)→ ψ(x)eiθγ5

Sf = Su
f + Sd

f + Ss
f

21



ナイーブフェルミオン作用
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<latexit sha1_base64="b9QwQobbTzIts3okNQ+x3SPfJ2g="></latexit>

@µ (x) !
 (x+ µ̂)�  (x� µ̂)

2a

<latexit sha1_base64="0v7ql6aGJ+KlYeSILVOcRACz7QA="></latexit>

 (x) (x+ µ̂) !  (x)Uµ(x) (x+ µ̂)

微分 → 差分

ゲージ不変でない ゲージ不変

<latexit sha1_base64="g9m1LWZ12ftB4BwTY20OZ56YfY0="></latexit>

Scont
f =

Z
d4x  (x) (�µDµ +m) (x)

ナイーブフェルミオン作用
<latexit sha1_base64="qeSdaug65RDiVPBzQbuiJ+JNc4o="></latexit>

Sf = a4
X

n

 
1

2a

X

µ

�
 (x)�µUµ(x) (x+ µ̂)�  (x)�µU

†
µ(x� µ̂) (x� µ̂)

�
+m (x) (x)

!
���!
a!0

Scont
f

<latexit sha1_base64="9b27xr+o9IcxQ5cBb2xbx7oyITo="></latexit>

m = 0 の時
<latexit sha1_base64="cBKXhdYcK7VkHT9SyeefVtIgIGM="></latexit>

 (x) ! ei✓�5 (x),  (x) !  (x)ei✓�5

カイラル対称性を持つ

<latexit sha1_base64="TYUuEkwgqjnCxn5/HoPHRpT3Ct8="></latexit>

Scont
f の対称性を反映

<latexit sha1_base64="sO9s4ujkA+aFyd9B4pySVwasmA8="></latexit>

 (x+ µ̂) =  (x) + a@µ (x) + · · ·

中央差分

の変換で作用は不変
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連続理論 格子理論(無限体積)

<latexit sha1_base64="DHcm2983XXdIyYXFwpUs4ZkHZLE="></latexit>

f(x) =

Z 1

�1

dp

2⇡
ef(p)eipx ! f(na) =

Z ⇡/a

�⇡/a

dp

2⇡
ef(p)eipna =

1

a

Z ⇡

�⇡

d(pa)

2⇡
ef(pa)eipan

<latexit sha1_base64="xhdkL7QmfSDZ9fzOB/32Jw5oeG4="></latexit>

ef(p) =
Z 1

�1
dxf(x)e�ipx ! ef(pa) = a

1X

n=�1
f(na)e�ipan

<latexit sha1_base64="7ht+tKuawVZWwrMnvOrLoJocvdg="></latexit>

�nm =

Z ⇡

�⇡

d(pa)

2⇡
eipa(n�m)

<latexit sha1_base64="SYDvnc5aRQSAuMbPG4wdcLRTsb8="></latexit>

�(pa� qa) =
1

2⇡

X

n

e�in(pa�qa)

連続運動量

デルタ関数

クロネッカーデルタ
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作用の運動量表示
自由(相互作用なし)ナイーブフェルミオン作用

<latexit sha1_base64="uDkF4v95KzJSI7eWdCDjL6jF1WQ="></latexit>

Uµ(x) = 1
<latexit sha1_base64="ZbWzKyDs7+Cm0O83EjRrojBRYwE="></latexit>

Sf = a4
X

n

 
1

2a

X

µ

�
 (x)�µ (x+ µ̂)�  (x)�µ (x� µ̂)

�
+m (x) (x)

!

簡単のため1次元で考える
<latexit sha1_base64="kM99Q+bfP6iwdnW4XK3JyvatEzY="></latexit>

a
X

n

 (x) (x+ µ) = a
X

n

1

a2

Z
dqa

2⇡
e (qa)eiqna

Z
dpa

2⇡
e (pa)eip(na+µ̂a)

=
1

a

Z
dqa

2⇡

Z
dpa

2⇡
e (qa) e (pa)eipµa

 
X

n

ein(qa+pa)

!

=
1

a

Z
dpa

2⇡
e (�pa) e (pa)eipµa

<latexit sha1_base64="A+rMhOWNoVMh2Em54wZ/qRWjpI8="></latexit>X

n

ein(qa+pa) = 2⇡�(qa+ pa)

<latexit sha1_base64="DYQuZuL8UB9fkFExm+lyMsJo7TQ="></latexit>

Sf =
1

a4

Z
d4(pa)

(2⇡)4
e (�pa)

 
X

µ

�µ
eipµa � e�ipµa

2a
+m

!
e (pa)

=
1

a4

Z
d4(pa)

(2⇡)4
e (�pa)

 
i

a

X

µ

�µ sin(pµa) +m

!
e (pa)

<latexit sha1_base64="H/2UZ4QRkukci5CHoHrx2iG689Q="></latexit>

Df =
i

a

X

µ

�µ sin(pµa) +m
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<latexit sha1_base64="H/2UZ4QRkukci5CHoHrx2iG689Q="></latexit>

Df =
i

a

X

µ

�µ sin(pµa) +m

伝搬関数       の極は粒子を表す
<latexit sha1_base64="kFlqz3NOeJtiLkMdaxX1CBmgyLA="></latexit>

D�1
f

<latexit sha1_base64="1YnQ/Ogy1UbtL3JLWmyUL59E7H0="></latexit>

(aDf )
�1 =

1

i
X

µ

�µ sin(pµa) +ma
=

�i
X

µ

�µ sin(pµa) +ma

X

µ

sin2(pµa) + (ma)2

<latexit sha1_base64="4H0c8aCkjb1+FC0qriOD2IlSb5k="></latexit>X

µ

sin2(pµa) + (ma)2 = 0極

簡単のため <latexit sha1_base64="4AdeDWvnzUWyqRauTsz7+svEmaw="></latexit>

m = 0
<latexit sha1_base64="FJnyjlZ8ksJSEedsDO9ORoAIBVk="></latexit>X

µ

sin2(pµa) = 0

極の位置

連続理論から
期待される極

-π 0 π
<latexit sha1_base64="KzLaSw3H0UBvOmLTSMD9tTgpKto="></latexit>pµa<latexit sha1_base64="EvBt99wOw57qZN0LIJNRhGlArVQ="></latexit>

p = O(1/a)に現れる極 ダブラーと呼ばれる

ダブリング問題
1つの伝搬関数に24=16個の粒子が現れてしまう

<latexit sha1_base64="3WjifswsN/3BfFk4zgKRznLmAeU="></latexit>

{�µ, �⌫} = 2�µ⌫

<latexit sha1_base64="OC4pykulf+xB6mVYlJjetpx2yh8="></latexit>X

µ,⌫

AµA⌫�µ�⌫ =
X

µ,⌫

1

2
AµA⌫(�µ�⌫ + �⌫�µ) =

X

µ

A2
µ

<latexit sha1_base64="ZZWNLOyPmdCZH4LZBCTllfsx/5s="></latexit>

p = (0, 0, 0, 0), (⇡/a, 0, 0, 0), (⇡/a,⇡/a, 0, 0), · · · , (⇡/a,⇡/a,⇡/a,⇡/a)
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ダブリング問題解決方法
→ 菊川さんの講義

有名な方法2例
Wilsonフェルミオン作用

スタッガードフェルミオン作用

カイラル対称性を破る
フレーバー対称性を持つ

Kogut-Susskindフェルミオン作用

カイラル対称性の一部を持つ
フレーバー対称性を破る

ダブラーを重くして区別

ダブラーを物理的粒子として扱う
4フレーバー単位の理論

理論は簡潔、そこそこの計算時間必要

理論は複雑、計算時間最小
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格子QCDシミュレーションの雰囲気説明

有限体積 

無次元化

Lecture note

September 10, 2024

L3 × T = (Nxa)
3 × (NTa)

xµ → xµ/a = nµ, m → ma

1

2+1フレーバーシミュレーションパラメータ

Lecture note

September 10, 2024

N3
X ×NT = (L/a)3 × (T/a)

xµ → xµ/a = nµ, m → ma

g, mla(= mua = mda), msa, NX , NT

1

Lecture note

September 10, 2024

N3
X ×NT = (L/a)3 × (T/a)

xµ → xµ/a = nµ, m → ma

g, mla(= mua = mda), msa, NX , NT

1

ハドロン物理量から決定

Lecture note

September 10, 2024

N3
X ×NT = (L/a)3 × (T/a)

xµ → xµ/a = nµ, m → ma

g, mla(= mua = mda), msa, NX , NT

mΞ, mπ, mK

mlat
π a

mlat
Ξ a

=
mexp

π

mexp
Ξ

,
mlat

K a

mlat
Ξ a

=
mexp

K

mexp
Ξ

+ a−1(GeV) =
mexp

Ξ (GeV)

mlat
Ξ a

1

Lecture note

September 10, 2024

N3
X ×NT = (L/a)3 × (T/a)

xµ → xµ/a = nµ, m → ma

g, mla(= mua = mda), msa, NX , NT

mΞ, mπ, mK

mlat
π a

mlat
Ξ a

=
mexp

π

mexp
Ξ

,
mlat

K a

mlat
Ξ a

=
mexp

K

mexp
Ξ

+ a−1(GeV) =
mexp

Ξ (GeV)

mlat
Ξ a

1

を選んだ場合

十分大きな物理的体積

固定

できれば

インプット以外の物理量は予言値

Lecture note

September 10, 2024

N3
X ×NT = (L/a)3 × (T/a)

xµ → xµ/a = nµ, m → ma

g, mla(= mua = mda), msa, NX , NT

mΞ, mπ, mK

mlat
π a

mlat
Ξ a

=
mexp
π

mexp
Ξ

,
mlat

K a

mlat
Ξ a

=
mexp

K

mexp
Ξ

+ a−1(GeV) =
mexp

Ξ (GeV)

mlat
Ξ a

@ g

Lmπ > 4

Lmπ > 6

g(a)

mlat
H (a)a× a−1 = mlat

H (a)(GeV)

a → 0

D[U ]−1 : (4× 3× V4)× (4× 3× V4)

V4 = N3
X ×NT

1

Lecture note

September 10, 2024

N3
X ×NT = (L/a)3 × (T/a)

xµ → xµ/a = nµ, m → ma

g, mla(= mua = mda), msa, NX , NT

mΞ, mπ, mK

mlat
π a

mlat
Ξ a

=
mexp
π

mexp
Ξ

,
mlat

K a

mlat
Ξ a

=
mexp

K

mexp
Ξ

+ a−1(GeV) =
mexp

Ξ (GeV)

mlat
Ξ a

@ g(a)

Lmπ > 4

Lmπ > 6

g(a)

mlat
H (a)a× a−1 = mlat

H (a)(GeV)

a → 0

D[U ]−1 : (4× 3× V4)× (4× 3× V4)

V4 = N3
X ×NT

1

格子間隔

Lecture note

September 10, 2024

N3
X ×NT = (L/a)3 × (T/a)

xµ → xµ/a = nµ, m → ma

g, mla(= mua = mda), msa, NX , NT

mΞ, mπ, mK

mlat
π a

mlat
Ξ a

=
mexp
π

mexp
Ξ

,
mlat

K a

mlat
Ξ a

=
mexp

K

mexp
Ξ

+ a−1(GeV) =
mexp

Ξ (GeV)

mlat
Ξ a

@ g(a)

Lmπ > 4

Lmπ > 6

g(a)

mlat
H (a)a× a−1 = mlat

H (a)(GeV)

a → 0

D[U ]−1 : (4× 3× V4)× (4× 3× V4)

V4 = N3
X ×NT

1

Lecture note

September 11, 2024

N3
X ×NT = (L/a)3 × (T/a)

xµ → xµ/a = nµ, m → ma

g, mla(= mua = mda), msa, NX , NT

mΞ, mπ, mK

mlat
π a

mlat
Ξ a

=
mexp
π

mexp
Ξ

,
mlat

K a

mlat
Ξ a

=
mexp

K

mexp
Ξ

+ a−1(GeV) =
mexp

Ξ (GeV)

mlat
Ξ a

@ g(a)

Lmlat
π > 4

Lmlat
π > 6

g(a)

mlat
H (a)a× a−1 = mlat

H (a)(GeV)

a → 0

D[U ]−1 : (4× 3× V4)× (4× 3× V4)

1

Lecture note

September 11, 2024

N3
X ×NT = (L/a)3 × (T/a)

xµ → xµ/a = nµ, m → ma

g, mla(= mua = mda), msa, NX , NT

mΞ, mπ, mK

mlat
π a

mlat
Ξ a

=
mexp
π

mexp
Ξ

,
mlat

K a

mlat
Ξ a

=
mexp

K

mexp
Ξ

+ a−1(GeV) =
mexp

Ξ (GeV)

mlat
Ξ a

@ g(a)

Lmlat
π > 4

Lmlat
π > 6

g(a)

mlat
H (a)a× a−1 = mlat

H (a)(GeV)

a → 0

D[U ]−1 : (4× 3× V4)× (4× 3× V4)

1
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格子QCDシミュレーションの雰囲気説明

Lecture note

September 10, 2024

N3
X ×NT = (L/a)3 × (T/a)

xµ → xµ/a = nµ, m → ma

g, mla(= mua = mda), msa, NX , NT

mΞ, mπ, mK

mlat
π a

mlat
Ξ a

=
mexp

π

mexp
Ξ

,
mlat

K a

mlat
Ξ a

=
mexp

K

mexp
Ξ

+ a−1(GeV) =
mexp

Ξ (GeV)

mlat
Ξ a

@ g

Lmπ > 4

Lmπ > 6

g(a)

1

を変えて計算を繰り返す → 複数の格子間隔の結果を使って           外挿

連続極限

Lecture note

September 10, 2024

N3
X ×NT = (L/a)3 × (T/a)

xµ → xµ/a = nµ, m → ma

g, mla(= mua = mda), msa, NX , NT

mΞ, mπ, mK

mlat
π a

mlat
Ξ a

=
mexp

π

mexp
Ξ

,
mlat

K a

mlat
Ξ a

=
mexp

K

mexp
Ξ

+ a−1(GeV) =
mexp

Ξ (GeV)

mlat
Ξ a

@ g

Lmπ > 4

Lmπ > 6

g(a)

mlat
H a× a−1 = mlat

H (GeV)

a → 0

1

0 0.002 0.004 0.006 0.008
a2 [fm]

0.955

0.960

0.965

0.970

local
a2 fit f+(0) Preliminary

北原さん講演

V4 = N3
X ×NT

K → πℓν

f+(0)

2

V4 = N3
X ×NT

K → πℓν

f+(0)

2

V4 = N3
X ×NT

K → πℓν

f+(0)

|Vus|

2

崩壊

決定に重要な


