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Abstract

この講義ノートは、「格子上の場の理論夏の学校2024」（HP:https://akio-tomiya.

github.io/latticeschool2024/）の一コマ「経路積分量子化」の講義ノートで

ある。
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まえがき

本講義では、格子ゲージ理論、とりわけ数値計算への応用を念頭に、「経路積分量子

化」について解説した。授業の時間に限りがあるため、説明が簡略化されている箇所

や重要な内容が省略されている点についてはご容赦いただきたい。

この講義ノートでは、c 攽 ~ 攽 攱 の自然単位系を使用する。

この講義ノートは、主に教科書 敛攱攬 攲攬 攳攬 攴敝の内容に基づいている。準備にあたって

は、西岡辰磨氏の講義「場の量子論と量子エンタングルメント入門」（第攱回極限宇宙

スクール）も参考にした。他にも経路積分の教科書としては、 敛攵攬 收攬 攷敝等も有名であ

る。 攳章のフェルミオンの経路積分については、格子救敃敄の教科書 敛攸敝も参考にした。

攴章のゲージ理論の議論は、格子場の理論を扱った日本語の教科書 敛改攬 攱攰攬 攱攱敝から多く

の影響を受けている。敆敡敤敤敥敥敶攭敐敯数敯敶処方の説明を含むゲージ場の理論の経路積分形

式については、定番の教科書敛攲敝に加えて、記事敛攱攲敝が非常によくまとまっている。一

度ゲージ理論を学んだ人でも一読の価値がある。また紙面の関係上、発表スライド

には載せられなかった議論や文献情報に関する幾つかの情報を、講義ノートの方に

掲載した。

攱

https://www2.yukawa.kyoto-u.ac.jp/~extremeuniverse/events/school/2022-mar/
https://www2.yukawa.kyoto-u.ac.jp/~extremeuniverse/events/school/2022-mar/


1 量子力学の経路積分

1.1 実時間発展と遷移振幅

まずは攱自由度の場合を考える。 敓散敨敲敿敯敤敩敮敧敥敲 表示での位置演算子 敞q と運動量演算子

敞p は、不確定性関係 敛敞q, 敞p敝 攽 敩 を満たす。状態 |ψ攨t攩〉 は、系の效敡敭敩敬整敯敮敩敡敮 敞H を使って

与えられる敓散敨敲敿敯敤敩敮敧敥敲方程式

敩
敤

敤t
|ψ攨t攩〉 攽 敞H |ψ攨t攩〉 , 攨攱攮攱攩

に従って時間発展する。

效敥敩敳敥敮敢敥敲敧 表示では、演算子が

敞O攨t攩 攽 敥iĤt 敞O 敥−iĤt , 攨攱攮攲攩

のような形で時間発展する。 敓散敨敲敿敯敤敩敮敧敥敲 表示と違い、状態は時間発展しない立場だ

が

|ψ攨t攩〉 攽 敥−iĤt |ψ〉 , 攨攱攮攳攩

としておけば、両者は整合的である。位置演算子の固有状態

敞q |q〉 攽 q |q〉 . 攨攱攮攴攩

はこの時間発展との整合性から

|q, t〉 攽 敥iĤt |q〉 , 敞q攨t攩 |q, t〉 攽 q |q, t〉 , 攨攱攮攵攩

といった関係で結ばれる。

以下でしばしば用いる完全系を準備しておく：位置演算子の固有状態を使うと

1 攽

∫
敤q |q〉〈q| , 攨攱攮收攩

と表される。また、1 攽 敥iĤt 1 敥−iĤt でもあることから、

1 攽

∫
敤q |q, t〉〈q, t| , 攨攱攮攷攩

と表すこともできる。以降では、この恒等演算 1 をあちこちに挿入することにな

る。

時刻 t 攽 tI に位置 q 攽 qI にある状態から、時刻 t 攽 tF 攨> tI攩 に位置 q 攽 qF にある

状態に変わる遷移振幅は、

〈qF, tF|qI, tI〉 攽 〈qF| 敥−iĤ(tF−tI) |qI〉 , 攨攱攮攸攩

攲



敆敩敧敵敲敥 攱攺 経路積分と時間方向の離散化

で表される。このとき時間方向を次のように離散化する攺

攁t 攽
tF − tI
N

, tn 攽 tI 攫 n攁t, 攨攺 t0 攽 tI, tN 攽 tF攩. 攨攱攮改攩

また qn 攽 q攨tn攩 攨q0 攽 q攨t0攩 攽 qI, qN 攽 q攨tN攩 攽 qF攩, という記法を用いる。 各時刻 tn ご

とに先ほどの完全系を遷移振幅へ挿入していく（図攱参照）と、

〈qF, tF|qI, tI〉 攽
∫

敤q1 〈qF, tF|q1, t1〉 〈q1, t1|qI, tI〉

攽

∫
敤q2 敤q1 〈qF, tF|q2, t2〉 〈q2, t2|q1, t1〉 〈q1, t1|qI, tI〉

攽 · · ·

攽

∫
敤qN−1 · · · 敤q1 〈qF, tF|qN−1, tN−1〉 〈qN−1, tN−1|· · ·|q1, t1〉 〈q1, t1|qI, tI〉

攽

∫
敤qN−1 · · · 敤q1

N−1∏
n=0

〈qn+1, tn+1|qn, tn〉

攽

∫
敤qN−1 · · · 敤q1

N−1∏
n=0

〈qn+1| 敥−iĤ∆t |qn〉 . 攨攱攮攱攰攩

ここで、ある時刻 tn からの微小時刻発展の遷移振幅 〈qn+1| 敥−iĤ∆t |qn〉 に注目しよう。
今度は運動量基底での完全系

1 攽

∫
敤p |p〉〈p| , 攨攱攮攱攱攩

を挿入すると、

〈qn+1| 敥−iĤ∆t |qn〉 攽
∫

敤pn 〈qn+1|pn〉 〈pn| 敥−iĤ∆t |qn〉

攽

∫
敤pn
[
攱− 敩H攨pn, qn攩攁t攫O攨攁t2攩

]
〈qn+1|pn〉 〈pn|qn〉

攽

∫
敤pn
攲π

敥數数
[
敩
{
pn攨qn+1 − qn攩−H攨pn, qn攩攁t攫O攨攁t2攩

}]
. 攨攱攮攱攲攩

攳



ただし、攲つ目の等式では演算子の順序を適当に決めており1、攳つ目の等式では

〈q|p〉 攽 攱√
攲π

敥ipq , 攨攱攮攱攳攩

であることを用いた2。すると全体の遷移振幅は

〈qF, tF|qI, tI〉 攽
∫ [N−1∏

n=1

敤qn

][
N−1∏
n=0

敤pn
攲π

]
敥數数

[
敩

{
N−1∑
n=0

(
pn
qn+1 − qn

攁t
−H攨pn, qn攩

)
攁t

}]
攫 · · ·

∆t→0−→
∫ q(tF)=qF

q(tI)=qI

D̃qD̃p 敥數数
[
敩

∫ tF

tI

敤t{p攨t攩 敟q攨t攩−H攨p攨t攩, q攨t攩攩}
]
. 攨攱攮攱攵攩

ただし O攨攁t2攩 の寄与は点線部分として略記した。ここで積分測度は、攁t → 攰 と

N →∞が等価であることに注意して

D̃qD̃p 攺攽 敬敩敭
N→∞

[
N−1∏
n=1

敤qn

][
N−1∏
n=0

敤pn
攲π

]
, 攨攱攮攱收攩

で形式的に定義される。また、より一般的な波動関数 ψ攨q攩 攽 〈q|ψ〉 を与える状態に
対しても

〈ψF, tF|ψI, tI〉 攽
∫

敤qF 敤qI 〈ψF, tF|qF, tF〉 〈qF, tF|qI, tI〉 〈qI, tI|ψI, tI〉

攽

∫
D̃qD̃pψ∗F攨q攨tF攩攩ψI攨q攨tI攩攩 敥數数

[
敩

∫ tF

tI

敤t{p攨t攩 敟q攨t攩−H攨p攨t攩, q攨t攩攩}
]
,

攨攱攮攱攷攩

と書き表せる。式攨攱攮攱攵攩攬攨攱攮攱攷攩は、位相空間における経路積分や效敡敭敩敬整敯敮敩敡敮 経路積分

などと呼ばれたりもする。

さらに、系の效敡敭敩敬整敯敮敩敡敮が

H 攽
攱

攲
p2 攫 V 攨q攩, 攨攱攮攱攸攩

1本当は演算子の順序をどう約束するかで得られる表式が変わるが、Hamiltonianが例えば

式(1.18)のような格好をしていれば、∆t → 0 では同じ結果を与える[1]。どの順序を取ってもよ

く、それぞれ異なる量子系を定義したことに相当する[2]。
2この規格化定数は、式(1.11)と取ったことから

δ(x− y) = 〈x|y〉 =

∫
dp 〈x|p〉 〈p|y〉 = C2

∫
dp eipq = 2πC2δ(x− y), (1.14)

となるため、C = 1√
2π
と決まっていることを思い出そう。

攴



の形をしている場合に注目する3。式攨攱攮攱攵攩の非積分関数の指数部分は∑
n

(
pn
qn+1 − qn

攁t
−H攨pn, qn攩

)
攽
∑
n

(
−攱

攲
p2
n 攫

qn+1 − qn
攁t

pn − V 攨qn攩

)

攽
∑
n

[
−攱

攲

(
pn −

qn+1 − qn
攁t

)2

攫
攱

攲

(
qn+1 − qn

攁t

)2

− V 攨qn攩

]
,

攨攱攮攱改攩

と書き直すことができる。得られた表式は、各時刻での運動量 pn について攲次にな

っておりガウス積分できることから

〈qF, tF|qI, tI〉 攽C

∫ [∏
n

敤qn

]
敥數数

[
敩
∑
n

{
攱

攲

(
qn+1 − qn

攁t
− V 攨qn攩

)2
}]

攫 · · ·

∆t→0−→
∫ q(tF)=qF

q(tI)=qI

Dq 敥數数

[
敩

∫ tF

tI

敤t L攨q攨t攩, 敟q攨t攩攩

]
攽

∫ q(tF)=qF

q(tI)=qI

Dq 敥iS[q] , 攨攱攮攲攰攩

が得られる。係数 C は運動量の積分からくる因子をまとめたもので、積分測度 Dq
の定義に吸収させてしまった。また L敛q攨t攩, 敟q攨t攩敝 は敌敡敧敲敡敮敧敩敡敮であり、

L 攽
攱

攲
敟q2 − V 攨q攩 攨攽 p 敟q −H攩, 攨攱攮攲攱攩

であり、それを時間積分して得られる S敛q攨t攩敝 は作用である。式攨攱攮攲攰攩は、配位空間に

おける経路積分や敌敡敧敲敡敮敧敩敡敮経路積分などと呼ばれたりする4。

1.2 Euclidean 経路積分

これまでは実時間での時間発展を経路積分形式で議論した。実は、格子ゲージ理論

をはじめとした場の量子論の経路積分では、時間を虚数に取った 故敵散敬敩敤敥敡敮 経路積分

をよく扱う。

これまでの表式で使っていた時間 t を虚時間に対応させる：

t 攽 −敩τ. 攨攱攮攲攲攩

效敥敩敳敥敮敢敥敲敧 表示での位置演算子の時間発展は

敞qE攨τ攩 攺攽 敞q攨−敩τ攩 攽 敥Ĥτ 敞q 敥−Ĥτ , 攨攱攮攲攳攩

3興味のある量子力学、場の量子論の例の多くがそうなっている。一般の Hamiltonian では、運動

量を積分した際に Lagrangian 以外にも Lee-Yang 項と呼ばれる付加的な寄与が出てくる[1, 2]。
4Feynmanが初めて経路積分を提唱した際には、この配位空間の経路積分の形式であった[13]。

攵



となるが、この演算子は

敞q†E攨τ攩 攽
(
敥Ĥτ 敞q 敥Ĥτ

)†
攽 敥−Ĥτ 敞q 敥+Ĥτ 攽 敞qE攨−τ攩, 攨攱攮攲攴攩

を満たす。ただし、效敡敭敩敬整敯敮敩敡敮演算子は実時間のものと同じであることを強調して

おく。ユークリッド化された位置演算子の固有状態

敞qE攨τ攩 |q, τ〉E 攽 q |q, τ〉E , 攨攱攮攲攵攩

は、

|q, τ〉E 攽 |q,−敩τ〉 攽 敥Ĥτ |q〉 , 攨攱攮攲收攩

の関係にある。そのため、共役な状態についても

E 〈q, τ | 攺攽 〈q,−敩τ | 攽 〈q, τ | 敥−Ĥτ , 攨攱攮攲攷攩

の関係があり、これらと式攨攱攮攷攩を使うと完全系の表式が

1 攽

∫
敤q |q, τ〉E E 〈q, τ | , 攨攱攮攲攸攩

となることがわかる。

実時間と同様に遷移振幅を考える。作用積分の変数が実時間から虚時間になって

いるため
敤t

敤τ
攽 −敩, ∂

∂t
q攨τ攩 攽

敤τ

敤t

∂q

∂t
攽 敩

∂

∂τ
q攨τ攩, 攨攱攮攲改攩

と変数変換される。さらに、ユークリッド化された 敌敡敧敲敡敮敧敩敡敮 を

LE攨q攨τ攩, ∂τq攨τ攩攩 攺攽 −L攨q攨τ攩, 敩∂τq攨τ攩攩, 攨攱攮攳攰攩

で定義しておく5と

E〈qF, τF|qI, τI〉E 攽 〈qF,−敩τF|qI,−敩τI〉

攽

∫ q(τF)=qF

q(τI)=qI

Dq 敥數数

[
−
∫ τF

τI

敤τLE攨q攨τ攩, ∂τq攨τ攩攩

]
攽

∫ q(τF)=qF

q(τI)=qI

Dq 敥−SE[q] . 攨攱攮攳攲攩

もし 敌敡敧敲敡敮敧敩敡敮 攨攱攮攳攰攩 中のポテンシャル項が下に有界であれば、作用積分 SE が下限

を持ち、この積分は実時間の経路積分よりも良い収束性を持つ。

5実際、Lagrangian が式(1.21)の形をしていれば

− L(q(τ), i∂τq(τ)) =
1

2
(∂τq)

2
+ V (q), (1.31)

と運動項が正の係数を持つ、見慣れた形になる。

收



故敵散敬敩敤敥敡敮 経路積分の強みのひとつは、基底状態の構成が容易である点である。

效敡敭敩敬整敯敮敩敡敮 の固有状態、つまりエネルギー固有状態

敞H |n〉 攽 En |n〉 , 〈n|n′〉 攽 δnn′ , E0 ≤ E1 ≤ · · · , 攨攱攮攳攳攩

を考える。ここでは簡単のため、基底状態は縮退がないと仮定する。またエネルギー

の零点を適当に取って、基底エネルギー E0 攽 攰ととっておく。エネルギー固有状態

を使っても完全系を組むことができ、

1 攽
∞∑
n=0

|n〉〈n| . 攨攱攮攳攴攩

ユークリッド化された状態は

|q′, τ〉E 攽 敥Ĥτ |q′〉 攽
∑
n

敥Enτ |n〉 〈n|q′〉 τ→−∞−→ 〈攰|q′〉 |攰〉 , 攨攱攮攳攵攩

である。従って、勝手に取ってきた波動関数 ψ攨q′攩 攽 〈q′|ψ〉 をかけた上で q′ で積分し

てやれば ∫
敤q′ψ攨q′攩 |q′, τ〉E

τ→−∞−→ 〈攰|ψ〉 |攰〉 . 攨攱攮攳收攩

これは 〈攰|ψ〉 6攽 攰 であれば、任意の状態 |ψ〉から非常に長い時間発展をさせることで
基底状態 |攰〉 を構成できることを意味している攺

|攰〉 攽 攱

〈攰|ψ〉
敬敩敭

τ→−∞

∫
敤q′ψ攨q′攩 |q′, τ〉E . 攨攱攮攳攷攩

基底状態の波動関数 攉攨q攩 攽 〈q|攰〉 は

攉攨q攩 攽 〈q|攰〉 攽 攱

〈攰|ψ〉
敬敩敭

τ→−∞

∫
敤q′ψ攨q′攩 〈q|q′, τ〉E

攽
攱

〈攰|ψ〉

∫
敤q′ψ攨q′攩

∫ q(0)=q

q(−∞)=q′
Dq 敥−SE[q]

攽
攱

〈攰|ψ〉

∫ q(0)=q

τ=−∞,ψ
Dq 敥−SE[q] , 攨攱攮攳攸攩

と書き表すことができる。無限の過去 τ 攽 −∞ での波動関数 ψ は基底状態とのオー

バーラップがあれば（つまり 〈攰|ψ〉 6攽 攰 を満たせば）なんでもよかった。共役な状態

に関しても

E〈q
′, τ | 攽 〈q′| 敥−Ĥτ 攽

∑
n

敥−Enτ 〈q′|n〉 〈n| τ→+∞−→ 〈q′|攰〉 〈攰| . 攨攱攮攳改攩

そこで基底状態の波動関数は、規格化定数を無視して

攉攨q攩 攽

∫ q(0)=q

q(τ=−∞)

Dq 敥−SE[q] , 攨攱攮攴攰攩

攉∗攨q攩 攽

∫ q(τ=+∞)

q(0)=q

Dq 敥−SE[q] , 攨攱攮攴攱攩

と書き表すことができる。

攷



1.3 有限温度系

效敡敭敩敬整敯敮敩敡敮 敞H に対して、逆温度 β > 攰 の分配関数

Z攨β攩 攽 敔敲
[
敥−βĤ

]
, 攨攱攮攴攲攩

とかけるのだった。先ほどのエネルギー固有状態の組 {|n〉} を使えば

Z攨β攩 攽
∑
n

〈n| 敥−βĤ |n〉 攽
∑
n

〈n| 敥−βEn |n〉 攽
∑
n

敥−βEn . 攨攱攮攴攳攩

これは前述の実時間発展の類似から、虚時間方向のβ時間発展を表す。一方で、

実時間の場合にやったように位置の固有状態を使ってもよい。逆温度と実時間を

β 攽 敩t, 攨攱攮攴攴攩

のように同一視してやれば、遷移振幅の表式

〈qF| 敥−iĤt |qI〉 攽 〈qF| 敥−βĤ |qI〉 攨攱攮攴攵攩

から

Z攨β攩 攽

∫
敤q 〈q| 敥−βĤ |q〉 攽

∫
敤q

∫ q̃(β)=q

q̃(0)=q

D敾q 敥−SE[q̃] 攽

∫
q:periodic

Dq 敥−SE[q] , 攨攱攮攴收攩

とも書き表すこともできる。有限温度の場合には、トレースを取っていることから

虚時間方向に対する周期境界条件が課されている。

1.4 生成汎関数

攲つの演算子 A攨t攩, B攨t攩 の間の時間順序積（あるいは敔積）は

T 敛A攨t1攩B攨t2攩敝 攽 A攨t1攩B攨t2攩θ攨t1 − t2攩 攫B攨t2攩A攨t1攩攂攨t2 − t1攩, 攨攱攮攴攷攩

で与えられる。ここでヘビサイド関数

攂攨t攩 攽

攰 t < 攰

攱 t ≥ 攰
, 攨攱攮攴攸攩

を用いた。つまり、演算子の積の順序を左側が未来、右側が過去のものになるように

するものである。 攳つ以上の演算子の時間順序積についても、この定義で並び替える

ことにする。

物理として興味があるのは

〈qF, tF|T 敛敞q攨t1攩 · · · 敞q攨tn攩敝|qI, tI〉 , 攨tF > t1, · · · , tN > tI攩, 攨攱攮攴改攩

攸



のような行列要素（n点の相関関数）である。簡単のため、まず演算子の挿入されて

いる時間が tF > tn ≥ · · · ≥ t1 > tI とする。式攨攱攮攴改攩の途中に完全系を挿入すると

〈qF, tF|T 敛敞q攨t1攩 · · · 敞q攨tn攩敝|qI, tI〉 攽 〈qF, tF|敞q攨tn攩 · · · 敞q攨t1攩|qI, tI〉

攽 〈qF, tF| 敞q攨tn攩
∫

敤qn |qn, tn〉〈qn, tn| · · · 敞q攨t1攩
∫

敤q1 |q1, t1〉 〈q1, t1|qI, tI〉 ,

攽

∫ [ n∏
j=1

敤qj qj

]
〈qF, tF|qn, tn〉 · · · 〈q1, t1|qI, qI〉

攽

∫
Dq q攨t1攩 · · · q攨tn攩 敥iS[q] , 攨攱攮攵攰攩

と書き表される。途中で qj 攽 q攨tj攩 と略記した。また、以降では経路積分の境界条件

も省略して書くことにする。式攨攱攮攵攰攩の最終式を見るとわかる通り、経路積分形式で

は演算子の時間順序があらわには出てこない。最右辺の行列要素が時間順序積に取

られている限り、経路積分は正しい結果を与える。

この相関関数を簡単に構成するために、生成汎関数 Z敛J 敝 を導入しよう。以降で

は、議論を 故敵散敬敩敤敥敡敮 に限ることにし、状態の添字 故 も省略する。まず、敌敡敧敲敡敮敧敩敡敮

にソースと呼ばれる外場 J攨τ攩 （τI ≤ τ ≤ τF）を q攨τ攩J攨τ攩のように結合させて加え

る：

S敛q, J 敝 攽

∫ τF

τI

敤τ攨L攫 q攨τ攩J攨τ攩攩. 攨攱攮攵攱攩

ソースを導入した際の遷移振幅を

〈qF, τF|qI, τI〉J 攽

∫
Dq 敥−S[q,J ] , 攨攱攮攵攲攩

と定義しておく。このとき J攨τ攩 についての汎関数微分は

δ

δJ攨τ攩
〈qF, τF|qI, τI〉J 攽

∫
Dq 攨−q攨τ攩攩 敥−S[q,J ] , 攨攱攮攵攳攩

のように指数の方から時刻τの位置を一つ叩き落とす。従って、

〈qF, tF|T 敛敞q攨t1攩 · · · 敞q攨tn攩敝|qI, tI〉 攽 攨−攱攩n δn

δJ攨τ1攩 · · · δJ攨τn攩

∫
Dq 敥−S[q,J ]

∣∣∣∣
J=0

, 攨攱攮攵攴攩

と最後にソースの効果を抜き去れば、式攨攱攮攴改攩が得られる。

さらに、基底状態の間の遷移振幅、まさに相関関数を考えよう。ソース J攨τ攩 があ

る時間 敛τa, τb敝 ⊂ 敛τI, τF敝 でのみ非零であるとする。このとき系の效敡敭敩敬整敯敮敩敡敮

HJ 攺攽 H − q攨τ攩J攨τ攩攂攨τ − τa攩攂攨τb − τ攩, 攨攱攮攵攵攩

改



とそれから作られる時間発展演算子を用いると、遷移振幅が

〈qF, τF|qI, τI〉J 攽 〈qF| 敥−HJ (τF−τI) |qI〉
攽 〈qF| 敥−H(τF−τb) 敥−HJ (τb−τa) 敥−HJ (τa−τI) |qI〉

攽
∑
n,n′

〈qF| 敥−H(τF−τb) |n〉〈n| 敥−HJ (τb−τa) |n′〉〈n′| 敥−HJ (τa−τI) |qI〉

攽
∑
n,n′

敥−En(τF−τb) 敥−En′ (τa−τI) 〈qF|n〉 〈n′|qI〉 〈n| 敥−HJ (τb−τa) |n′〉 . 攨攱攮攵收攩

途中の式で、エネルギー固有状態についての完全系を挿入した。ここで τF →
攫∞, τI → −∞ の極限を取れば、基底状態のみが残ることがわかる。
ここで生成汎関数を

Z敛J 敝 攽 〈攰| 敥−HJ (τb−τa) |攰〉 攽 敬敩敭
τF→+∞
τI→−∞

〈攰| 敥−HJ (τF−τI) |攰〉 , 攨攱攮攵攷攩

と定義すると、先ほどのソース付きの遷移振幅は

敬敩敭
τF→+∞
τI→−∞

〈qF, τF|qI, τI〉J 攽 〈qF|攰〉 〈攰|qI〉Z敛J 敝, 攨攱攮攵攸攩

となるが、これを書き直すと

Z敛J 敝 攽 敬敩敭
τF→+∞
τI→−∞

〈qF, τF|qI, τI〉J
〈qF|攰〉 〈攰|qI〉

. 攨攱攮攵改攩

従って、生成汎関数の経路積分表示が

Z敛J 敝 攽 N
∫
Dq 敥−S[q,J ] , N−1 攽 Z敛J 攽 攰敝, 攨攱攮收攰攩

と求まり、真空でのn点相関関数が

〈攰|T 敛敞q攨τ1攩 · · · 敞q攨τn攩敝|攰〉 攽 攨−攱攩n δn

δJ攨τ1攩 · · · δJ攨τn攩
Z敛J 敝

∣∣∣∣
J=0

, 攨攱攮收攱攩

で計算できることがわかった。

2 場の量子論の経路積分

場の量子論の経路積分形式も、基本的には量子力学の際に行った手続きと同じこと

をくりかえすことで構成できる。ここでは簡単のため、攱成分の実スカラー場の場合

を例に見る。

攴次元敍敩敮敫敯敷敳敫敩時空中での 敌敡敧敲敡敮敧敩敡敮 密度

L 攽
攱

攲
∂µφ∂

µφ− m2

攲
φ2 攫 Lint攨φ攩, 攨攲攮攱攩

攱攰



から出発する。 效敡敭敩敬整敯敮敩敡敮 はスカラー場 φ攨x攩 の共役運動量 π攨x攩 を用いて

H 攽

∫
敤3xH敛π攨x攩, φ攨x攩敝 攽

∫
敤3x

[
攱

攲
π2攨x攩 攫 V 敛φ敝

]
. 攨攲攮攲攩

導入した場の変数を演算子に格上げすると、演算子の時間発展はやはり 效敥敩敳敥敮敢敥敲敧

表示で表すことができる。例えば場の演算子については

敞φ攨x攩 攽 敞φ攨~x, t攩 攽 敥iĤt 敞φ攨~x攩 敥−iĤt . 攨攲攮攳攩

最右辺に出てきた時間非依存の演算子 敞φ攨~x攩 に対する固有状態

敞φ攨~x攩 |φ〉 攽 φ攨~x攩 |φ〉 , 攨攲攮攴攩

を用いて、状態の時間発展も

|φ, t〉 攽 敥iĤt |φ〉 , 攨攲攮攵攩

で表される。これは 效敥敩敳敥敮敢敥敲敧 表示の場の演算子が

敞φ攨~x, t攩 |φ, t〉 攽 φ攨~x攩 |φ, t〉 , 攨攲攮收攩

と表されることと整合的である。

以上のことから、場の量子論は連続パラメータ ~x ∈ R3 で指定される無限個の場

の変数 {φ攨~x攩} を持つ無限自由度の量子力学だと思えばよい。
実際、量子力学での位相空間の経路積分攨攱攮攱攵攩に対応するものは

〈φF, tF|φI, tI〉 攽
∫ φ(~x,tF)=φF(~x)

φ(~x,tI)=φI(~x)

D̃φD̃π 敥數数
[
敩

∫ tF

tI

敤t 敤3x
{
π攨x攩 敟φ攨x攩−H敛π攨x攩, φ攨x攩敝

}]
,

攨攲攮攷攩

のように与えられる。積分測度は

D̃φD̃π ∝
∏

tI≤t≤tF

∏
~x

敤φ攨~x, t攩 敤π攨~x, t攩, 攨攲攮攸攩

とした。量子力学の例と同様、共役運動量 π攨x攩 についてのガウス積分はやはり可能

で、出てきた定数因子を含めて新たに積分測度 Dφ を定義したと思うと、式攨攱攮攲攰攩に

対応する配位空間上での経路積分は

〈φF, tF|φI, tI〉 攽
∫ φ(~x,tF)=φF(~x)

φ(~x,tI)=φI(~x)

Dφ 敥數数
[
敩

∫ tF

tI

敤t 敤3x

{
攱

攲
攨∂µφ∂

µφ−m2φ攩 攫 Lint攨φ攩

}]
攽

∫
Dφ 敥iS[φ] . 攨攲攮改攩

生成汎関数についても

Z敛J 敝 攽
攱

Z敛J 攽 攰敝

∫
Dφ 敥iS[φ,J ] , 攨攲攮攱攰攩

で与えられる。ただしソースは J 攽 J攨t, ~x攩 のように時空各点で定義される。ソース

に対する汎関数微分を行うことで、相関関数を求めることができる点は同じである。

攱攱



3 フェルミオンの経路積分

これまでの議論では、変数として現れた量は全てボソン的であった。自然界にはフ

ェルミオンと呼ばれる敆敥敲敭敩攭敄敩敲敡散統計に従う統計性の異なる粒子が存在する。量子

色力学（救敵敡敮整敵敭 敃敨敲敯敭敯敤敹敮敡敭敩散敳攬 救敃敄）では、クォークと呼ばれるフェルミオン

が基本的自由度として登場する。そこで、この章ではフェルミオン的な自由度に対

する経路積分形式も導入する。

3.1 Gransmann数とGrassmann積分

ボソン的変数の場合には演算子の正準交換関係が成り立っていた。フェルミオン的

変数の場合、例えば敄敩敲敡散場の場合などは、演算子に対する正準反交換関係{
敞ψα攨~x攩, 敞ψ

†
β攨~y攩

}
攽 δ3攨~x− ~y攩δαβ, 攨攳攮攱攩

が成り立っていた。これは敐敡敵敬敩の排他律を説明するためにも望ましい性質である。

この反可換性を数学的に表現するために、敇敲敡敳敳敭敡敮敮数と呼ばれる数を導入する。

まずは一変数の敇敲敡敳敳敭敡敮敮数 ξ の場合から始めよう。自身の反可換性から、

ξξ 攽 −ξξ, → ξ2 攽 攰. 攨攳攮攲攩

このため、ξ の任意関数のべき展開は有限（この場合攱次）で止まる攺

f攨ξ攩 攽 f0 攫 f1ξ. 攨攳攮攳攩

そのため、敇敲敡敳敳敭敡敮敮数の指数関数は

敥c ξ 攽 攱 攫 c ξ, c ∈ C, 攨攳攮攴攩

で与えることができる。 敇敲敡敳敳敭敡敮敮数の微分は通常のものと同じように

敤

敤ξ
f攨ξ攩 攽

敤

敤ξ
攨f0 攫 f1ξ攩 攽 f1, 攨攳攮攵攩

のように取っておく。

敇敲敡敳敳敭敡敮敮数の定積分を導入する際、通常の積分が持つ以下の二つの性質を要請

する。

攱攮 ある数係数 a, b ∈ C と敇敲敡敳敳敭敡敮敮な関数 f攨ξ攩, g攨ξ攩 の積分は次の線形性を持つ攺∫
敤ξ敛af攨ξ攩 攫 bg攨ξ攩敝 攽 a

∫
敤ξf攨ξ攩 攫 b

∫
敤ξg攨ξ攩. 攨攳攮收攩

攲攮 境界項が消えて、部分積分が可能攺∫
敤ξ

[
敤

敤ξ
f攨ξ攩

]
攽 攰. 攨攳攮攷攩

攱攲



すると、式攨攳攮攷攩の性質から

攰 攽

∫
敤ξ

[
∂

∂ξ
攨f0 攫 f1ξ攩

]
攽 f1

∫
敤ξ 攱, 攨攳攮攸攩

となることから、
∫
敤ξ 攱 攽 攰 が導かれる。また線形性攨攳攮收攩から、

∫
敤ξ ξ 攽 攨散敯敮敳整.攩が導

けるが、この定数を攱に取ると約束すると、敇敲敡敳敳敭敡敮敮積分は∫
敤ξ 攱 攽 攰,

∫
敤ξ ξ 攽 攱, 攨攳攮改攩

と定義される。これは、敇敲敡敳敳敭敡敮敮数の積分は微分と同じであることを表している。

続いて、敇敲敡敳敳敭敡敮敮積分での変数変換を考える。ただの数 a を使って

ξ′ 攽 aξ, 敤ξ 攽 J敤ξ′, 攨攳攮攱攰攩

と変数変換したとしよう。ただし、J は変数変換に伴う敊敡敢敯敢敩敡敮である。すると、∫
敤ξ aξ 攽

∫
J敤ξ′ ξ′, 攨攳攮攱攱攩

であるが、両辺の敇敲敡敳敳敭敡敮敮積分は等しいため、a 攽 J であることがわかる。通常の

数の場合と比較して敊敡散敯敢敩敡敮が逆数を取られた形で現れるのが、敇敲敡敳敳敭敡敮敮積分の特

徴の一つである6。

これまでの議論を N 変数 攨j 攽 攱, · · · , N攩 の敇敲敡敳敳敭敡敮敮数に対して拡張してみよ

う。 敇敲敡敳敳敭敡敮敮積分は式攨攳攮改攩と同様に、∫
敤ξj 攱 攽 攰,

∫
敤ξj ξj 攽 攱. 攨攳攮攱攳攩

ただし変数だけでなく積分測度も敇敲敡敳敳敭敡敮敮的であることから、

{ξj, ξk} 攽 {ξj, 敤ξk} 攽 {敤ξj, 敤ξk} 攽 攰, 攨攳攮攱攴攩

の反交換関係を満たすことに注意する。 敇敲敡敳敳敭敡敮敮数を引数にする任意関数のべき

展開7

f攨ξ攩 攽 f0 攫
∑
j

fjξj 攫
∑
j,k

fjkξjξk 攫 · · ·攫 fNξN · · · ξ1, 攨攳攮攱攵攩

を使うと、これの敇敲敡敳敳敭敡敮敮積分は∫
敤Nξ f攨ξ攩 攽 fN , 敤Nξ 攽 敤ξ1 · · · 敤ξN , 攨攳攮攱收攩

6通常の数に対する変数変換として、例えば x′ = ax としたとき∫
dx(ax) =

∫
Jdx′x′, (3.12)

である点は同じだが、Jabobianは J−1 = dx′

dx = aである。
7ここでは、最高次（N次）のGrassmann数の順序の取り方として、添字 j に対する降順を採用し

た。
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と最高次の係数を取り出す。他の次数の項では、必ず攱つ以上の成分 ξj が含まれてお

らず、
∫
敤ξj 攱 攽 攰 を含むため消えている。

N変数の場合に、Ajk ∈ C となる行列 A を導入しておくと、変数変換

ξ′j 攽
∑
k

Ajkξk, 敤Nξ 攽 J敤Nξ′, 攨攳攮攱攷攩

に現れる敊敡散敯敢敩敡敮 J は、一変数のときの要領で∫
敤Nξ f攨Aξ攩 攽

∫
J敤Nξ′ f攨ξ′攩, 攨攳攮攱攸攩

の条件式から定めることができる。左辺の N 次項に着目すると

fN
∑

{j1,··· ,jN}

攨ANjN · · ·A1j1攩 ξjN · · · ξj1 攽 fN
∑

{j1,··· ,jN}

攨ANjN · · ·A1j1攩 εjN ···j1ξN · · · ξ1

攽 fN 敤敥整AξN · · · ξ1, 攨攳攮攱改攩

となる。途中に現れた εjN ···j1 はN階完全反対称テンソルである。この項の敇敲敡敳敳敭敡敮敮積

分が右辺のそれと一致するので、

敤Nξ 攽 敤敥整A 敤Nξ′, J 攽 敤敥整A. 攨攳攮攲攰攩

以上の議論を使えば、複素敇敲敡敳敳敭敡敮敮数

ψj 攽 ξj 攫 敩ηj, ψ∗j 攽 ξj − 敩ηj, 攨攳攮攲攱攩

を攲つの敇敲敡敳敳敭敡敮敮変数 ξj, ηj で表すこともできる。その場合も、敇敲敡敳敳敭敡敮敮積分は

式攨攳攮攱攳攩を用いればよい。

3.2 Grassmann積分に関する関係式

この節では、実用上便利な敇敲敡敳敳敭敡敮敮積分の関係式をいくつか与えておく。

• デルタ関数
δ攨ξ攩 攽 ξ. 攨攳攮攲攲攩

この定義は

f攨ξ0攩 攽

∫
敤ξ δ攨ξ−ξ0攩f攨ξ攩

(3.22)
攽

∫
敤ξ攨ξ − ξ0攩攨f0 攫 f1ξ攩 攽

∫
敤ξ攨f1ξξ0攫f0ξ攩 攽 f0攫f1ξ0,

攨攳攮攲攳攩

であることから正しいことがわかる。

• 敆敯敵敲敩敥敲積分

ボソン変数のときの ∫
敤x 敥ipx 攽 攲πδ攨p攩, 攨攳攮攲攴攩

攱攴



の対応物はデルタ関数攨攳攮攲攲攩と式攨攳攮攴攩から∫
敤ξ 敥ξη 攽 δ攨η攩, 攨攳攮攲攵攩

であることがわかる。

• ガウス積分
N成分変数 ξ, η と数を成分に持つN ×N行列 Aを使って∫

敤η敤ξ 敥數数
(
ξTAη

)
攽 敤敥整A, 攨攳攮攲收攩

という敇敲敡敳敳敭敡敮敮変数に対するガウス積分の公式が得られる。ただし積分測度

は

敤η敤ξ 攽 攨敤η1敤ξ1攩 · · · 攨敤ηN敤ξN攩 攽 敤ηN · · · 敤η1敤ξ1 · · · 敤ξN , 攨攳攮攲攷攩

に取られている。これは η の変数変換を通して∫
敤η敤ξ 敥ξ

TAη 攽 敤敥整A

∫
敤η′敤ξ 敥ξ

Tη′ 攽 敤敥整A

∫
敤η′δN攨η′攩 攽 敤敥整A, 攨攳攮攲攸攩

となることからわかる。複素敇敲敡敳敳敭敡敮敮数 ψj, ψ
∗
j に対しても同様の式∫

敤ψ敤ψ∗ 敥數数
(
ψ†Aψ

)
攽 敤敥整A, 攨攳攮攲改攩

が成り立つ。

• 生成汎関数
反交換するソース J, J∗ を導入すると、複素敇敲敡敳敳敭敡敮敮積分攨攳攮攲改攩を拡張した∫

敤ψ敤ψ∗ 敥數数
(
ψ†Aψ 攫 J†ψ 攫 ψ†J

)
攽 敤敥整A 敥−J

†A−1J , 攨攳攮攳攰攩

で与えられる。

∵攩式攨攳攮攳攰攩の指数部分を平方完成すると

ψ∗jAjkψk 攫 J∗l ψl 攫 ψ∗l Jl 攽
(
ψ∗j 攫 J∗l A

−1
lj

)
Ajk
(
ψk 攫 A−1

kmJm
)
− J∗l A−1

lmJm, 攨攳攮攳攱攩

となる。積分変数を定数だけシフトさせて

攉k 攽 ψk 攫 A−1
kmJm, 攉∗j 攽 ψ∗j 攫 J∗l A

−1
lj , 攨攳攮攳攲攩

の変数変換を行うと、∫
敤ψ敤ψ∗ 敥ψ

†Aψ+J†ψ+ψ†J 攽 敥−J
†A−1J

∫
敤攉敤攉∗ 敥Ψ†AΨ 攽 敤敥整A 敥−J

†A−1J , 攨攳攮攳攳攩

となることからわかる。
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敇敲敡敳敳敭敡敮敮数のガウス積分の関係式は、実際の格子ゲージ理論の数値計算でも活

用されている。 救敃敄をはじめとしたフェルミオンと結合したゲージ理論の経路積分

は（故敵散敬敩敤敥敡敮で）

Z 攽

∫
DADψD 攖ψ 敥−S[A,ψ,ψ̄] , 攨攳攮攳攴攩

で書かれる。このとき作用としては、

S敛A,ψ, 攖ψ敝 攽 SG敛A敝 攫 SF敛ψ, 攖ψ攻A敝, 攨攳攮攳攵攩

のようにゲージ場の運動項 SG とフェルミオン場の寄与 SF とに分割できる場合が多

い。このとき

SF敛ψ, 攖ψ攻A敝 攽 − 攖ψD敛A敝ψ, 攨攳攮攳收攩

の具体系を仮定すると、攨攳攮攲改攩を用いてフェルミオン部分についての経路積分

ZF敛A敝 攽

∫
DψD 攖ψ 敥−SF[ψ,ψ̄;A] 攽 敤敥整D敛A敝, 攨攳攮攳攷攩

を実行できてしまう。つまり、最初の経路積分をゲージ場 A のみの表式にしてしま

うことができ、

Z 攽

∫
DA 敤敥整D敛A敝 敥−SG[A] 攽

∫
DA 敥−Seff [A] , Seff 敛A敝 攺攽 SG敛A敝− 敬敯敧 敤敥整D敛A敝, 攨攳攮攳攸攩

となる。実際の格子救敃敄計算では、ゲージ場 Aµ攨x攩 の代わりにリンク変数 Uµ攨x攩 が

用いられる。

4 ゲージ理論

4.1 格子ゲージ理論と数値計算

（経路積分形式の）場の量子論を使って物理量を計算する手法として、摂動論に基づ

いたものが存在する。これは理論の持つ結合定数が十分に小さいとして、敌敡敧敲敡敮敧敩敡敮

密度を自由部分（ガウス積分ができる形）と相互作用部分（結合定数がかかった部

分）とに上手く分けておき、後者を含んだ敂敯敬整敺敭敡敮敮 因子（敥數数
(
−
∫
敤4xLint

)
とでも

書いておこう）を 敔敡敹敬敯敲 展開する方法である。このとき結合定数が小さいことから、

展開を有限次で打ち切っても、計算結果は良い近似を与えているはずである。この手

法は、素粒子標準模型のうち電磁相互作用や弱い相互作用の性質を調べることには

極めて強力で、実験で観測される多くの物理現象を精度よく説明することに成功し

ている8。一方で結合定数が十分に小さくないと、展開の無限次まで取り入れないと

正しい結果を得ることができなくなる。 救敃敄は漸近自由性があるために高エネルギ

ー領域では結合が弱いが、低エネルギー領域は非常に強結合な理論になるため、摂

動論による解析は困難になる。そのため非摂動的な取り扱いが必要となってくる。

8場の量子論の摂動展開は一般に漸近展開であり、結合定数に対する形式的な展開は必ずしも収束

しない。詳細は、例えば教科書 [14]等を参照。
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4.1.1 なぜ格子正則化なのか？

救敃敄のような強結合なゲージ理論を取り扱う手法として、格子正則化が 敗敩敬敳敯敮 によ

って攱改攷攴年に提案された敛攱攵敝（今年はちょうど攵攰周年！）。ゲージ理論の格子正則化が

重宝されている理由は様々あると思うが、ここでは「経路積分の有限性」「ゲージ対

称性との相性のよさ」に注目したい。これらを説明するために、まずはゲージ理論の

標準的な取り扱いである敆敡敤敤敥敥敶攭敐敯数敯敶処方について見ていく。

4.2 Faddeev-Popov処方とゲージ固定

ゲージ場の作用が

S敛A敝 攽

∫
敤4xL敛A攨x攩敝, 攨攴攮攱攩

で与えられるとする。ここでは簡単のため、理論はゲージ場のみで書かれていると

し、他の物質場を無視する。この作用はゲージ変換

Aµ攨x攩 7→ Aθµ攨x攩 攽 U攨θ攨x攩攩Aµ攨x攩U
−1攨θ攨x攩攩 攫

敩

g
U攨θ攨x攩攩∂µU

−1攨θ攨x攩攩, 攨攴攮攲攩

の下で不変になるようつくられている。時空上の各点で与えられる θ攨x攩 はゲージ群

G の元であり、U攨θ攨x攩攩 は θ攨x攩 に対応する表現行列である。式攨攴攮攲攩で与えられるゲ

ージ変換をくりかえすと

Aµ 7→ Aθµ 7→ Aθ
′

µ 7→ · · · , 攨攴攮攳攩

のように、関数空間上である軌道（敧敡敵敧敥 敯敲敢敩整）を描く。 攱つの軌道上では、作用

S敛A敝 などのゲージ不変な量は常に同じ値になっている。

ゲージ理論の経路積分を

Z 攽

∫
DA攉∗F攉I 敥

−S[A] , DA 攺攽
∏
x,µ,a

敤Aaµ攨x攩, 攨攴攮攴攩

のように「形式的に」書き表すことにする。ただし始状態・終状態として物理的（ゲ

ージ不変）な状態を適切に取ることにし、その際の境界条件は省略して書いた。実際

には、ゲージ変換の元 U攨θ攨x攩攩 攽 敥數数攨敩gθa攨x攩Ta攩 に関する積分
9∫

DU 攽

∫ ∏
x

∫
G

敤U攨x攩
|θ|�1∼

∫ ∏
x,a

敤θa攨x攩, 攨攴攮攵攩

が「空回り」する分から発散が生じてしまう敛攱攲敝ため、経路積分攨攴攮攴攩は敷敥敬敬攭敤敥攌敮敥敤に

なっていない10。

9ここでの
∫
G

dUは、Haar測度と呼ばれるもので、群 G 上での不変測度となっている。実は格子ゲ

ージ理論の経路積分測度は、リンク変数に対するHaar測度で定義されている。
10摂動論においては、場の2次項から求める伝播関数が定まらない（零固有値のために発散してい

た）という形で問題が顕在化していた。
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そこで非可換ゲージ理論でよく採られる敆敡敤敤敥敥敶攭敐敯数敯敶の処方 敛攱收敝では、経路積分

に対してゲージ固定条件を課しておき、ゲージ変換由来の「空回り」積分因子を抜き

出して割っておくことで、残りの有限部分を計算している。

ここでは具体的に、共変ゲージ（敌敡敮敤敡敵ゲージ）∂µAµ 攽 攰 を採った場合を考え

る。 敆敡敤敤敥敥敶攭敐敯数敯敶 攨敆敐攩 行列式（の逆）を

攁−1敛A敝 攺攽

∫
DU

∏
x,a

δ
(
∂µ
(
AU
)a
µ

)
, 攨攴攮收攩

で導入する。中に含まれるデルタ関数は、各ゲージ軌道上の関数から代表元を攱つ選

ぶ役割をしている11。任意のゲージ変換 V ∈ G に対してゲージ場が 攨AV 攩U 攽 AV U と

変換されること、さらに積分測度の不変性 D攨V U攩 攽 DU を使うと、この量がゲージ
不変 攁敛AV 敝 攽 攁敛A敝 であることがわかる。

経路積分の表式 攨攴攮攴攩に

攱 攽

∫
DU

∏
x,a

δ
(
∂µ
(
AU
)a
µ

)
攁敛A敝, 攨攴攮攷攩

をかけると、作用や敆敐行列式のゲージ不変性を使って攨攉∗F攉I 攽 Aと略記して攩

Z 攽

∫
DAA 敥−S[A]

∫
DU

∏
x,a

δ
(
∂µ
(
AU
)a
µ

)
攁敛A敝

攽

∫
DU

∫
DAA攁敛AU 敝 敥−S[AU ]

∏
x,a

δ
(
∂µ
(
AU
)a
µ

)
攽

∫
DU

∫
DA′A攁敛A′敝 敥−S[A′]

∏
x,a

δ
(
∂µ攨A

′攩
a
µ

)
(
∵ DA 攽 DAU , Aµ 7→ A′µ 攽 AUµ

)
攽

∫
DAA攁敛A敝 敥−S[A]

∏
x,a

δ
(
∂µ攨A攩

a
µ

)
·
∫
DU, 攨攴攮攸攩

のように、ゲージ変換の積分をくくりだすことができる。以上は、先に A のゲージ
不変性があるときに正しい議論である。言い換えると、ゲージ不変な物理的状態に

ついてのみ上の経路積分表示が構成できる。

敆敐行列式 攁敛A敝 の具体的な表式を求めてみよう。式攨攴攮收攩にはゲージ固定条件

∂µA
a
µ 攽 攰 に関するデルタ関数があるため、ゲージ変換としては単位元近傍

U攨x攩 ∼ 1攫 敩gθa攨x攩Ta, 攨攴攮改攩

11非摂動的には、課したゲージ固定条件が複数の解を持ちうる。そのため各ゲージ軌道がゲージ固

定面を貫く回数が1回とは限らなくなり、上手くゲージ固定できていないことになる。これはGribov問

題 [17]として知られる未解決問題である。興味のある読者は、例えば講義ノート [18]等を参照された

い。

攱攸



のみを考えれば十分で、そのときのゲージ変換後のゲージ場は(
AU
)a
µ
攨x攩 攽 Aaµ攨x攩 攫 ∂µθ

a攨x攩 攫 gfabcA
b
µ攨x攩θ

c攨x攩 攽 Aaµ攨x攩 攫Dµθ
a攨x攩, 攨攴攮攱攰攩

であるから

攁−1敛A敝 攽

∫
DU

∏
x,a

δ攨∂µDµθ
a攨x攩攩 攽 敄敥整−1攨∂µDµ攩. 攨攴攮攱攱攩

ただし、デルタ関数の性質 δ攨ax攩 攽 1
|a|δ攨x攩 を多変数へ拡張した

δN攨M~x攩 攽
N∏
j=1

δ

(
N∑
k=1

Mjkxk

)
攽

攱

敤敥整M
δN攨x攩, 攨攴攮攱攲攩

の離散的な添字 j を連続パラメータ x にさらに格上げした∏
x

δ攨MX攨x攩攩 攽 敄敥整−1M ·
∏
x

δ攨X攨x攩攩, 攨攴攮攱攳攩

の関係式を用いた。結局、式攨攴攮攱攱攩から 攁敛A敝 攽 敄敥整攨∂µDµ攩 が導かれた。右辺は確か

に汎関数行列式になっている。

ここで、式攨攴攮攵攩まで今一度戻ってみよう。時空間の各点での群上の積分
∫
G
敤U攨x攩

は、Gが敓敕攨攳攩のようなコンパクト群であれば有限となっており、発散は時空点 x が

非加算無限個存在することに由来している。格子ゲージ理論での格子正則化は、時

空を加算有限個の格子点とそれらを結ぶ辺に離散化してしまうため、そもそも経路

積分が発散を伴わない。そのため、ゲージ固定をすることなく経路積分を実行する

ことができる 敛攱攵敝。

4.3 Elitzurの定理

実は、ゲージ不変量でない演算子の期待値は常にゼロになることが知られている。こ

れは故敬敩整敺敵敲の定理 敛攱改敝と呼ばれており、「ゲージ対称性は自発的には破れない」こと

を意味している。その理由は以下のように理解できる12；簡単のため、ゲージ場のみ

の理論を考える。経路積分形式での物理量の期待値は

〈O〉 攽 攱

Z

∫
DAO攨A攩 敥−S[A] , 攨攴攮攱攴攩

で与えられる。ここで、ゲージ場を変数変換してAθについての表式として書くと

〈O〉 攽 攱

Z

∫
DAθ O攨Aθ攩 敥−S[Aθ] 攽

攱

Z

∫
DAO攨Aθ攩 敥−S[A] , 攨攴攮攱攵攩

となる。ただし最後の等式で、作用と積分測度のゲージ不変性を用いて、ゲージ

場Aについての表式に再度書き直した。式攨攴攮攱攴攩と攨攴攮攱攵攩は同じ物理量の期待値なの

で、

攰 攽

∫
DA

(
O攨A攩−O攨Aθ攩

)
敥−S[A] , 攨攴攮攱收攩

12筆者はこの議論を川平将志氏と谷崎佑弥氏[20]に教わった。
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となることがわかる。この等式を常に満たすためには、O攨A攩 攽 O攨Aθ攩となる物理量、

つまりゲージ不変な物理量を考えることが一番自然である。逆にO攨A攩 6攽 O攨Aθ攩とな

る演算子を考えたとする。すると上の関係式から、そのような演算子の期待値〈O〉は
ゼロになる。

以上の議論は、格子正則化した後の方がより厳密に行うことができる敛攲攱敝。格子正

則化すると、ゲージ場（敌敩敥代数に値を取る）の代わりにリンク変数（敌敩敥群に値を取

る）が基本的な自由度となる。それに合わせて経路積分の積分測度も、ゲージ場から

リンク変数によって書き表される。ゲージ不変でない演算子として、このリンク変

数Uν攨n
′攩の一点関数を考えることにする。物凄く粗っぽく言うと、これは格子正則化

していない連続理論においてゲージ場の一点関数を考えるようなものである。この

ような場合の経路積分は

〈Uν攨x′攩〉 攽
攱

Z

∫ ∏
x,µ

敤Uµ攨x攩Uν攨x
′攩 敥−Slat[U ] 攨攴攮攱攷攩

とかける。この積分は、群上の不変測度である效敡敡敲積分の性質から示される∫
敤Uµ攨x攩Uµ攨x攩 攽 攰, 攨攴攮攱攸攩

のような構造を持っているため、結果として期待値がゼロとなる。

故敬敩整敺敵敲の定理は、（経路積分形式での）観測可能な物理量はゲージ不変なものに限

られることを示している。もしゲージ不変でない量を計算したい場合には、ゲージ

固定条件を課してゲージ対称性を手で破っておく必要がある。

4.4 どうやって経路積分を計算するのか？

格子正則化して積分する自由度を有限に落としてきたが、それでもなお数値計算で

扱う必要のある自由度の数は膨大である。

実際に数値計算する際には、工夫して積分の値を評価している。 故敵散敬敩敤敥敡敮経路積

分で、ある物理量 O の期待値を計算は

〈O〉 攽 攱

Z

∫
DAO攨A攩 敥−S[A] , 攨攴攮攱改攩

のようにすればよい。実際の格子救敃敄計算では、

〈O〉 ≈ 攱

Nsample

Nsample∑
j=1

O攨A(j)攩, 攨攴攮攲攰攩

のように、有限回 Nsample の場の配位のサンプル
{
A(j)

}
を使って期待値を近似する。

ただし、A(j) は確率分布 P 敛A敝 攺攽 敥−S[A] /Z に従って生成されたゲージ場の配位であ

る。より具体的には、各サンプルA(j) 攽 敛Aaµ攨x攩敝
(j)は離散化された時空上に住むゲージ

場全体をまとめて書いたもので、大雑把には、時空点とベクトルの添え字 攨x, µ攩 ごと

攲攰



敆敩敧敵敲敥 攲攺 格子ゲージ理論の概念図。各時空点（サイト）同士をつなぐ辺（リンク）

にゲージ自由度が割り振られている。数値計算では全ての情報を数値的に持ってい

る。

にゲージ自由度を表す行列13 が与えられていると思えば良い（図攲参照）。 中心極限

定理から、サンプル数 Nsample が無限大になる極限で式攨攴攮攲攰攩は式攨攴攮攱改攩と一致する。

数値計算でやることは、場の配位のサンプル
{
A(j)

}
を「効率よく」「たくさん」つ

くることである。格子救敃敄計算で広く用いられているモンテカルロ法（敍敯敮整敥 敃敡敲敬敯

敭敥整敨敯敤）は、疑似乱数を使って確率的に場の配位を生成するものである。乱数を振

ることで

· · · → A(j) P [A]−→ A(j+1) P [A]−→ · · · → A(Nsample), 攨攴攮攲攱攩

という場の配位の列を生成する。この特定の確率分布 P 敛A敝 に従って生成される列を

マルコフ鎖（敍敡敲敫敯敶 敃敨敡敩敮）と呼び、それを生成するモンテカルロ法でつくる方法

がマルコフ連鎖モンテカルロ法（敍敡敲敫敯敶攭敃敨敡敩敮 敍敯敮整敥 敃敡敲敬敯 敭敥整敨敯敤攬 敍敃敍敃）であ

る。

13QCDの場合にはゲージ群がSU(3)なので、この行列は3× 3のユニタリ行列で行列式が1のものにな
っている。

攲攱
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