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ノーベル物理学賞2024

https://www.nobelprize.org/uploads/2024/11/advanced-physicsprize2024-3.pdf
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1. ボルツマンマシンの導入 

2. （物性物理における）量子多体問題の導入

資料１の内容
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生成モデルと識別モデル

ボルツマンマシン：エネルギーベースの生成モデル

ChatGPT（無料版）



10

色々なボルツマンマシン
一般のボルツマンマシン

制限ボルツマンマシン

深層ボルツマンマシン
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仮想的なエネルギー関数

ボルツマン分布

周辺分布

<latexit sha1_base64="FBcwc8+poP6pDHGZXdvZJocAHBA="></latexit>

v 2 {0, 1}N
<latexit sha1_base64="4mLjDvFHWGDaK1R/9+H5SNIIePw="></latexit>

h 2 {0, 1}M

<latexit sha1_base64="YKR9p5KHn3CE5vmUDYFzXOlfXps="></latexit>

p(v, h) =
e�E(v,h)

Z

<latexit sha1_base64="MlAe8ScvganXsez7YIFRHHaqi/Q="></latexit>

Z =
X

v,h

e�E(v,h)

<latexit sha1_base64="sMiAHA1RpagUFgjgym2iCg+dnaM="></latexit>

p̃(v) =
X

h

p(v, h)
<latexit sha1_base64="6tDCODqotCF0fkx3vq/+TjuZe2Y="></latexit>X

v

p̃(v) = 1

通常のボルツマンマシン

<latexit sha1_base64="U2ECYnIXGhRAGDPa8t8Q8PAjPQM="></latexit>

E(v, h) = �
X

i,j

Wijvihj�
X

i,i0

W (v)
ii0 vivi0�

X

j,j0

W (h)
jj0 hjhj0�

X

i

aivi�
X

j

bjhj

隠れ変数可視変数
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<latexit sha1_base64="J3+QfxEwLDjFpNTiRUF5Ughc2Ls="></latexit>

p̃(v) =
X

h

p(v,h)

補足：周辺分布

v＼ h 0,0 0,1 1,0 1,1 Total

0,0 p(0,0; 0,0) p(0,0; 0,1) p(0,0; 1,0) p(0,0; 1,1) p(0,0)

0,1 p(0,1; 0,0) p(0,1; 0,1) p(0,1; 1,0) p(0,1; 1,1) p(0,1)

1,0 p(1,0; 0,0) p(1,0; 0,1) p(1,0; 1,0) p(1,0; 1,1) p(1,0)

1,1 p(1,1; 0,0) p(1,1; 0,1) p(1,1; 1,0) p(1,1; 1,1) p(1,1)

~

~

~

~
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Paul Smolensky (1986) 
G. E. Hinton, R. R. Salakhutdinov, Science 313, 504 (2006)

-  隠れ層が１層 + 層間の結合のみ（層内の結合なし） → 制限ボルツマンマシン（restricted Boltzmann machine 、RBM) 

-  Mが無限大の極限で任意の確率分布を周辺分布           によって近似することができる（普遍近似性）

仮想的なエネルギー関数

ボルツマン分布

周辺分布

N. L. Roux and Y. Bengio, Neural Comput. 20, 1631 (2008); G. Montufar and N. Ay, Neural Comput. 23, 1306 (2011).

<latexit sha1_base64="1WsneJjzhcvU9TNlqKBUSUJBz9M="></latexit>

p̃(v)

<latexit sha1_base64="UgL25UMpywGBsGSfX3YzPQdmZnM="></latexit>

E(v, h) = �
X

i

aivi �
X

i,j

Wijvihj �
X

j

bjhj

<latexit sha1_base64="FBcwc8+poP6pDHGZXdvZJocAHBA="></latexit>

v 2 {0, 1}N
<latexit sha1_base64="4mLjDvFHWGDaK1R/9+H5SNIIePw="></latexit>

h 2 {0, 1}M

<latexit sha1_base64="YKR9p5KHn3CE5vmUDYFzXOlfXps="></latexit>

p(v, h) =
e�E(v,h)

Z
<latexit sha1_base64="MlAe8ScvganXsez7YIFRHHaqi/Q="></latexit>

Z =
X

v,h

e�E(v,h)

<latexit sha1_base64="sMiAHA1RpagUFgjgym2iCg+dnaM="></latexit>

p̃(v) =
X

h

p(v, h) <latexit sha1_base64="6tDCODqotCF0fkx3vq/+TjuZe2Y="></latexit>X

v

p̃(v) = 1

制限ボルツマンマシン
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<latexit sha1_base64="Az+gqCrbPrlxwDugisP5Qsr24Dg="></latexit>

E(v, h, d) = �
X

i

aivi�
X

i,j

Wijvihj�
X

j

bjhj�
X

j,k

W 0
jkhjdk�

X

k

b0kdk

<latexit sha1_base64="luWM++SGtqOv4yWysu6ZXFkSXVs="></latexit>

p(v, h, d) =
e�E(v,h,d)

Z

<latexit sha1_base64="ssAYc+TbaxiEdxnqDnleZX/GLiM="></latexit>

Z =
X

v,h,d

e�E(v,h,d)

<latexit sha1_base64="SUtxjfm+6DRmawvuswpw+H0HWgc="></latexit>

p̃(v) =
X

h,d

p(v, h, d)
<latexit sha1_base64="6tDCODqotCF0fkx3vq/+TjuZe2Y="></latexit>X

v

p̃(v) = 1

深層ボルツマンマシン

仮想的なエネルギー関数

ボルツマン分布

周辺分布

<latexit sha1_base64="FBcwc8+poP6pDHGZXdvZJocAHBA="></latexit>

v 2 {0, 1}N
<latexit sha1_base64="4mLjDvFHWGDaK1R/9+H5SNIIePw="></latexit>

h 2 {0, 1}M
<latexit sha1_base64="Sz2aIUoCrE5hG77T93Y+xNiPIbI="></latexit>

d 2 {0, 1}M
0
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補足：相互作用の分解

<latexit sha1_base64="eSjlfmM2rTBnpwwyyTMZ3VofFgw="></latexit>

(�1,�2) = (1, 1), (�1,�1)
<latexit sha1_base64="Xxa/LnV+kSHgnBhKXM3/1/4jzJo="></latexit>

(�1,�2) = (1,�1), (�1, 1)

V
<latexit sha1_base64="5Bd4n8gtri1gS1027lti2JVxAk4="></latexit>�1

<latexit sha1_base64="SlZ8dDFj51+EcircSS12bw5Lugs="></latexit>�2
W1 W2

<latexit sha1_base64="5Bd4n8gtri1gS1027lti2JVxAk4="></latexit>�1
<latexit sha1_base64="SlZ8dDFj51+EcircSS12bw5Lugs="></latexit>�2

<latexit sha1_base64="JR45mjI57jyoUScB/jPVCWrvDOk="></latexit>

h

<latexit sha1_base64="ciChEVUdXfYNQYOaBYPnumBOXoU="></latexit> X

h=±1

exp(W1�1h+W2�2h) = 2 cosh(W1�1 +W2�2)

<latexit sha1_base64="F9idlUOGPG5EU1/lOyNDJXviT+E="></latexit>

2 cosh(W1 +W2)
<latexit sha1_base64="GGJfwFFhBoDoCqWWxEnvAyWLATs="></latexit>

2 cosh(W1 �W2)

<latexit sha1_base64="eSjlfmM2rTBnpwwyyTMZ3VofFgw="></latexit>

(�1,�2) = (1, 1), (�1,�1)
<latexit sha1_base64="Xxa/LnV+kSHgnBhKXM3/1/4jzJo="></latexit>

(�1,�2) = (1,�1), (�1, 1)

<latexit sha1_base64="QQpeDmnFhgLyZIx+7SXNig0o6TM="></latexit>

W1 =
1

2
arcosh

⇣
e2|V |

⌘
<latexit sha1_base64="+pUNNFDFitFO91IL5WgfXinz2IU="></latexit>

W2 = sgn(V )⇥W1

<latexit sha1_base64="poJTJxuagOo03KkKlKAGxTIkWTc="></latexit>

CeV
<latexit sha1_base64="xu+C1r3k3UsBlQokbsB3Abfg0sA="></latexit>

Ce�V

<latexit sha1_base64="15YXZihtNlUI2NeVNo7GDjI4PXM="></latexit>

C exp(V �1�2)

G. Carleo, YN, and M. Imada, Nat. Commun. 9, 5322 (2018)

<latexit sha1_base64="pQFTUsrTm25RiRgoy/BXE0aQmB0="></latexit>

C = 2 exp(|V |)

この分解を使うと一般のボルツマンマシンは深層ボルツマンマシンにマップすることが可能
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1. ボルツマンマシンの導入 

2. （物性物理における）量子多体問題の導入

資料１の内容
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物質中の電子=最も身近な量子多体系

最も身近な量子多体系

量子多体現象（マクロ）

超伝導

磁性

…

結晶中の相互作用する電子（ミクロ）

多体性+量子性
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結晶中の電子の振る舞いを調べるためのミクロな描像

電荷

スピン

軌道（電子の波の形）

電子が持つ自由度間の相互作用

＋

バンド構造（電子が周期ポテンシャルの下結晶中を動き回る）

電荷間クーロン斥力、磁気相互作用、…
タイトバインディングハミルトニアン

運動エネルギー 原子核からの引力 
（結晶構造の情報）

<latexit sha1_base64="iqeKUCZ5F/srLXzyr/y2SgGbJhc="></latexit>

i~@ el({r}, t)
@t

=

2

4
X

i

 
� ~2
2m

@2

@r2i
�
X

I

ZIe2

|ri �RI |

!
+
X

i<j

e2

|ri � rj |

3

5 el({r}, t)

電子間相互作用

この描像に従って数値シミュレーションをする（特に相互作用の取り扱いが難しい）
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ミクロな基礎方程式を解く
物性物理における量子多体問題＝多電子系のシュレーディンガー方程式の解析

<latexit sha1_base64="VWTpbfLfAvI5h2+a25engZ48UtE="></latexit>2

4
X

i

 
� ~2
2m

@2

@r2i
�
X

I

ZIe2

|ri �RI |

!
+
X

i<j

e2

|ri � rj |

3

5 (r1, r2, . . . , rN ) = E (r1, r2, . . . , rN )

波動関数（量子状態を表す関数）
量子多体ハミルトニアン

波動関数は複素数ベクトルで表現できる。(r1, …, rN)成分に対するベクトルの値がψ(r1, …, rN) 

実空間のメッシュ点が10点しかなくても、N=15の時点でその次元は1015　→　PBオーダーのメモリ

厳密に解くことはできないので、精度の良い近似を行うことのできる数値手法が必須

工夫①：電子がフェルミオンであることに着目、エネルギーの階層性を用いて自由度を削減→有効ハミルトニアン 

工夫②：有効ハミルトニアンをできるだけ正確に解くためのソルバーを開発する→機械学習/人工ニューラルネットワーク
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工夫その①：重要な自由度のみに着目した有効ハミルトニアン

<latexit sha1_base64="nuYeMjFeZ0Kht5BUndIXf3UWf+M="></latexit>

Ĥ =
X

i

✓
�

~2
2m

@2

@r2i
�

X

I

ZIe2

|ri�RI |

◆
+

X

i<j

e2

|ri�rj |

<latexit sha1_base64="PiyVFBmFb4hj8sHHTCZ95eNEB9I="></latexit>

Ĥ =
X

i 6=j

X

�

tijc
†
i�cj� +

X

ijkl

X

�⇢

Uijklc
†
i�c

†
j⇢cl⇢ck�

第一原理ハミルトニアン 有効ハミルトニアン

閉殻バンド 
(伝導に寄与しない)

Ni 3dバンド 
(伝導に寄与し得る)

非占有バンド

例：酸化ニッケル(II) NiO

Ni2+ → [Ar] 3d8 

O2- → 1s22s22p6  　(閉殻)

DFTによるバンド構造

Ni 3dバンド



U
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有効模型の例１：ハバード模型

Figure from N. Barišić et al., PNAS 110, 12235 (2013)

Figure from K. Ido’s thesis

反強磁性絶縁体

非従来型超伝導

<latexit sha1_base64="p+2x3aN/GTHIFfNn6wszsI3PTA8="></latexit>

Ĥ = �

X

ij

X

�

tijc
†
i�cj� + U

X

i

ni"ni#

CuO2面上の電子（フェルミ準位近傍のx2-y2バンドの電子）の運動 2次元正方格子上のハバード模型

銅酸化物高温超伝導体 相図

有効ハミルトニアン
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モット絶縁体の有効ハミルトニアン：量子スピン模型

モット絶縁体

cf. 金属

有効ハミルトニアン

量子スピン模型（ハイゼンベルク模型）

<latexit sha1_base64="ldNEo7vDkUsQitWGexpeiRx0gc8="></latexit>

J

例えば銅酸化物高温超伝導体の母物質

<latexit sha1_base64="ohKYs3gy+v/vD7O4DzPCiBk8Ono="></latexit>

Ĥ = J
X

hi,ji

Si · Sj =
J

4

X

hi,ji

�
�x
i �

x
j + �y

i �
y
j + �z

i �
z
j

�
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様々な格子上の量子スピン模型

三角格子ハニカム格子正方格子

https://www.nims.go.jp/press/2018/04/201804230.htmlImamura et al., Sci. Adv. 10, eadk3539 (2024)O. Mustonen et al, Nat. Commun. (2018); Phys. Rev. B (2018)

有効ハミルトニアンは物質の組成や構造に依存して様々存在 

→ 正確に解くことができれば物質の性質を予言可能！
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有効ハミルトニアンの解析

�� BCS

↵
=

Y

k

(uk + vkc
†
�k"c

†
k#)

��0
↵

<latexit sha1_base64="CT62Cuu4QZA/MGhreYs3MBGMZxc="></latexit><latexit sha1_base64="CT62Cuu4QZA/MGhreYs3MBGMZxc="></latexit><latexit sha1_base64="CT62Cuu4QZA/MGhreYs3MBGMZxc="></latexit><latexit sha1_base64="CT62Cuu4QZA/MGhreYs3MBGMZxc="></latexit>

BCS波動関数（1972年ノーベル賞） ラフリン波動関数（1998年ノーベル賞）

従来型超伝導 分数量子ホール効果

 Laughlin =
Y

i>j

�
zi � zj

�m
exp

"
� 1

4l2B

X

i

|zi|2
#

<latexit sha1_base64="5WPFr4cbd0nP9dySMHjnszc1Ap0="></latexit><latexit sha1_base64="5WPFr4cbd0nP9dySMHjnszc1Ap0="></latexit><latexit sha1_base64="5WPFr4cbd0nP9dySMHjnszc1Ap0="></latexit><latexit sha1_base64="5WPFr4cbd0nP9dySMHjnszc1Ap0="></latexit>

量子状態に対する優れた洞察が物理現象の解明に革新をもたらしてきた

• • •

量子多体問題

量子状態 
（PC上では複素数の膨大な次元のベクトル）

　　　有効ハミルトニアン 
（PC上では複素数の膨大な次元の行列）

有名な量子状態近似の例

<latexit sha1_base64="4kFRUH+HSwRvXS9h4x1fG8iyIVY="></latexit>

H| i = E| i
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工夫その②：なぜ機械学習？
量子多体物理は超難問（だけどとても面白い）

ー  量子性と多体性の絡み合いにより1つの電子の運動とは質的に異なる新たな物理法則が創発 

ー  異なる量子相に対応する量子状態が小さいエネルギースケールの中で競合する

物理洞察に基づく従来手法は間違った理解や予測を与えてしまう可能性がある → 機械学習/人工ニューラルネットワーク

phase separation stripe order superconductivity paramagnetic metal

例：2次元正方格子上のハバード模型(U/t=10)

A. S. Darmawan et al., Phys. Rev. B 98, 205132 (2018)
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量子多体問題に対する人工ニューラルネットワーク手法

人工ニューラルネットワークを用いた量子状態表現 (2017年～)

非自明な量子もつれ（膨大な数の多粒子配置の量子力学的な重ね合わせ）を学習（コスト関数 = エネルギー）

人工ニューラルネットワーク
波動関数 
（出力）

物理洞察に頼っていた波動関数の構築を機械学習による構築に切り替える 

人工ニューラルネットワークの柔軟な関数表現能力をフル活用

Carleo and Troyer Science 355, 602 (2017)

粒子の実空間配置 
（入力）

<latexit sha1_base64="ScX05D5tTRfGtmLvhV1q00/rDeE="></latexit>x
<latexit sha1_base64="XdTwW92eTgsf95Royc44TOziqTs="></latexit>

 (x)

※ 必要なメモリはニューラルネットワークのパラメータ数だけ
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人工ニューラルネットワーク手法が取り組むべき問題：実験の立場から

https://www.youtube.com/watch?v=3b10rpPRKt4
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難しい易しい

D. Wu et al., Science 386, 296 (2024)

物性物理においては　 

　強相関遍歴電子系 
　幾何学的フラストレーションのある量子スピン系

人工ニューラルネットワーク手法が取り組むべき問題：数値解析の立場から
物性物理の様々な量子多体問題に対する数値解析のパフォーマンス 

（円の中心に近いほどパフォーマンスが良い）


